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1 Démonstration

Démontrer la proposition suivante :

Théoréme 1 — Récurrence forte

Soit P(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n.
Si
P(0) est vraie
VneN, (PO)API)A---APn—1)APn)) = Phn+1)

alors
Vn eN, P(n) est vraie.

2 Exercices

2.1 Second degré modulo 11

1. Soit n un entier relatif. Déterminer les restes de la division euclidienne de n? par
11.

2. Nous considérons, dans Z, I’équation
x? — 2pr +q=0[11], avec p,q € Z. (1)

Déterminer les restes de la division euclidienne de p? — ¢ par 11 afin que 1’équation
(1) admette un ensemble non vide de solutions.

3. Résoudre dans Z 'équation

2 + 3z +4 = 0[11]. (2)

2.2 Somme des cubes
On pose, pour n > 1, S, = Z K3,
k=1

1. Calculer Sy, S5, S5 et Sy. Exprimer S,,.1 en fonction de 5,,.

2. Démontrer par récurrence que :
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1 Démonstration

Démontrer le Principe additif, puis sa généralisation a n ensembles :

Proposition 1 — Cas général

Soient un entier n > 2 et Aj,A,,...,A,, n ensembles finis disjoints deux a deux.
Nous disposons de 'égalité

Card (U Ak> = Z Card Ay,

k=1 k=1

2 Exercices

2.1 Des équations modulo n

1. Résoudre dans Z les équations suivantes :
a) 22 —x+3=0[5],
b) 23 -3z +5=0[7].
2. Pour tout entier relatif x, développer (z + 2)* modulo 3.
En déduire les solutions dans Z de 1’équation

vt -2 —x+1=0[3]

2.2 Récurrence

7T
Soit un réel a € }O, )

On rappelle la formule suivante :
5 [0
VO eR, 1+cosf=2cos 3/
On considere la suite (u,) définie sur N par :
Ug = 2cosa
VneN, u,1 =2+ uy,
1. Calculer u; et uy. Conjecturer une expression de u,, en fonction de a et de n.

2. Démontrer par récurrence cette conjecture.



