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Exercice 1 Une égalité fonctionnelle (5 points)

Soit f une fonction de R® satisfaisant a
Ve eR, f(2x)= f(x).

Montrer que

VxEKVneN,f<%):f@)

On note & le prédicat de la variable n défini sur N par :

Pn):«VeeR, f <;—n) = f(z) ».

Initialisation .
Pour n = 0, nous avons f <?> = f(z), ainsi Z(0) est vraie au rang n = 0.

Hérédité
Supposons qu’a un rang n € N fixé, H(n) est vraie, i.e. :

f (5=} = @)
En appliquant I’égalité f(2z) = f(x) et 'hypothése de récurrence, il vient :

F(55) =1 0 52) =1 (2) = 109

d’out Z(n + 1), ce qui prouve que I'égalité attendue est héréditaire.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons

VxERVneN,f<%):f@)

Exercice 2 Manipulation de ccefficients binomiaux (6 points)

Soient un entier naturel n > 1 et f la fonction x — (1 + z)".

1. (2 pts) En dérivant cette fonction de deux fagons, montrer que

Zk " =" 1y,
iz \k

Pour tout réel z, en utilisant la formule du bindéme de Newton, nous avons

" (n
fl@)=14z)"=> ( )xk
im0 \F
En dérivant chaque membre de cette égalité, pour tout réel z, il vient

fllz)=nl+z)" ' = Zn: (Z) s Xi: (Z) b1

k=0




En particulier, pour x = 1, nous obtenons

f'(1) =nx 2! :kglkx <k> :];)k;x <k)

Ainsi nous en concluons que, pour tout entier n > 1,

n n
Z k x =nx 2" L
k=0 <k>

2. (4 pts) En dérivant deux fois la fonction f et en supposant que n > 2,
justifier

\

zn: k? <Z> =2""?n(n+1).

Soit un entier n > 2. En dérivant a nouveau chaque membre de 'égalité
donnant f’(x), il vient

f'(@) =n(n—1)(1 + )"

£ (1)
> (k)k( )2,

En particulier, pour x = 1, nous obtenons

f(1)

k—2

k—1)x
E—1

k
k

D

n—1)x 22

2k(k ~ 1) x (Z)

n
k(k—1 )
0 (k ) (k>
Nous en déduisons

ik‘gx (Z) —ik‘x (Z) =n(n—1)x 2"

—

n

I
NE

>
||

I
NE

b
Il

ce qui donne

zn:kQ X (Z) = zn:k: X <Z> +n(n—1) x 272
k=0 k=0
=nx2" 4 nn—1) x2"?
=nx2"2%24+n-1)
=n(n+1)x2" 2




Exercice 3 Suites (10 points)

Soit ¢ €]0,1[. On définit la suite (u,) par uy = 1 et pour tout entier n € N,
Uptr1 = G X Up.

1. (0,5 pts) Donner la nature et le terme général de la suite (u,).

La relation w, 1 = q X u,, justifie le fait qu’il s’agit d’une ‘suite géométrique.
De plus, on a :

|

VneN, u,=uyq" =q".

2. (0,5 pts) Calculer la limite de u, lorsque n tend vers +oo.

Comme |q| < 1, alors ¢ —— 0, donc
n——+00

lim w, = 0.
n—-+o0o

3. On fixe n € N. On pose S, = Y up = g+ uy + -+ + Up.
k=0

a) (0,5 pts) Combien y a-t-il de termes dans la somme S, ?

La somme S,, contient ’n + 1 termes. ‘

b) (1 pt) Donner une écriture simplifiée de S, sous forme de fraction.

e

Il s’agit de reconnaitre ici la somme des termes d’une suite géométrique
de raison q # 1. La formule de cette somme donne alors :

1 — n+1
S,=—1
l—g¢q

c) (1 pt) Calculer la limite de la suite (S,) lorsque n tend vers +oc.

Puisque ¢"t! ——— 0, on en déduit par des opérations sur les limites

n——+0oo
1-0
de suites que S, — ——, donc finalement
n—+oo | — q
1
lim S, =-——.
n—-+oo 1 — q

4. Pour z € R, on définit f,(z) =1+ x+ 2>+ -+ + 2™
a) (0,5 pts) Que vaut f,(1)?

fa(1) = zn:1k:§n:1:n+1.
k=0 k=0




b) (1 pt) Pour z # 1, simplifier ’expression de f,(z).

En reprenant les résultats précédents, comme on a f,(q) = S,, avec
qg=ux,0na

1 — anrl

1—=z

fn(x) =

\.

c) (1 pt) Justifier que f, est dérivable. Préciser sur quel domaine.

La fonction |z — f,(x) est dérivable sur R | car elle est somme de n + 1

fonctions dérivables (fonctions puissances, = — 2 avec k € [0,n]).

d) (3 pts) Montrer que pour tout = €]0,1],

nz™ — (n+ 12" +1

2 n—1 _
14+22+32"+---+na"" " = TSE

Il faut calculer de deux facons la dérivée de f, : d'une part en utilisant
la définition de f,,, en dérivant terme a terme, on obtient

n

n—1
Vr €01, f.(z)=1+22+32°+:--+nz"" Z =Y (k+1)a*
k=0

et d’autre part, en utilisant 1’égalité

1 — In—i—l

1—=z

fn(m) =

Y

on obtient (quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas) :

(g D1 =2) +1=a™ e = (nt 1)a" + 1
fn( ) (1 _ l‘>2 (1 - LL‘)2

Comme la dérivée d’une fonction est unique, on déduit des deux expres-
sions précédentes que :

= nx"“ (n+1)z" +1
Vx el0;1], Z(k—l—l) (ETE .

k=0

\.

e) (1 pt) En déduire que pour tout = €]0,1],
n (n + 1)$n+2 _ m"“(n + 2) +1

Z(k—i—l)xk: L

k=0

‘Il suffit d’appliquer 1’égalité précédente en remplacant n par n + 1. ‘




Exercice 4 Suites récurrentes (6 points)
Soit la suite (u,) définie par ug =1, uy = 1 et ¥n € N, u,i9 = Stpi1 — 6u,.

1. (4 pts) Montrer que pour tout n € N, vy, = 2" — 3",

r

Montrons par récurrence double cette formule.
Soit & le prédicat de la variable n défini sur N par :

P(n) : u, = 2" — 3",
Initialisation

w=1=2"_31=4-_3,
Ainsi, Z2(0) et Z(1) sont vraies.

Hérédité
Soit n € N fixé. On suppose Z(n) et & (n + 1) vraies, c’est-a-dire :

Up =2V — 3" et wpyy =272 — 37

Montrons que & (n + 2) est vraie.
En appliquant la formule de récurrence de la suite (u,), on a :

Upt2 = OUpy1 — Ouy,
=5(2""* —3"") —6 (2" —3") (hypothese de récurrence)
=5x2"? —5x 3" —3x2x 2" +2x3x3"
=5x 2" —3x 2?2 — 5 x 3" 4 2 x 3vH!

=2 x 2"% — 3 x 3"+
— 2n+3 _ 3n+2

d’ou #(n + 2), ce qui prouve que 'égalité attendue est héréditaire.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons :

VneN, wu,=2""—3"

\

Pour n = 0, nous avons ug = 1 = 20t —3° =2 — 1. Pour n = 1, nous avons

2. (2 pts) En remarquant que

e ().

déterminer la limite de la suite (u,).



Pour tout n € N, on a donc :

u, = 2" — 3"
e

2n+1
=5 (5 1)
3n

() )

2 2\"
3‘ < 1, donc (3> — 0. Par ailleurs, 3" ——— 400 Par somme et

Or,

produit, nous obtenons ainsi :

n—-+o0o n—-400

lim wu, = —o0.
n—-+o0o

Exercice 5 Polynomes de Tchebychev! (12 points)
Pour tout entier naturel n, on considere les polynémes 7T,,, définis sur R par :
Yb(x) =1
Ti(x) =x
Vn e N T,(x) = 22T, (x) — T -1 ()

1. (0,5 pt) Pour tout x € R, calculer Ty(z) puis T3(z).

r

Soit un réel . Nous avons

Ty(z) = 22T () — To(z) = 22* — 1,

Ty(x) = 22° — 1.

T3(z) = 2zTy(x) — Ti(z) = 22(22° — 1) — z = 42° — 3z.

Ts(z) = 42> — 3.

\

2. (2 pts) Montrer que :
VneN, T,(—z)=(=1)"T,(z).

Quelle est la parité de la fonction 7}, ?

Pour tout réel z, nous prouvons cette égalité par récurrence double.
Soit & le prédicat de la variable n défini sur N par :

D) : To(—2) = (—1)"Tu(x).

1. Mathématicien russe (1821-1894)



\

Initialisation
Nous avons

To(—z) =1=(-1)" x 1 = (-1)"To(),
Ti(—z)=—z= (-1 x2=(-1)'Ti(z).
Hérédité
Pour un entier n > 1, on suppose Z(n — 1) et Z(n) vraies, c’est-a-dire :
Thoi(—2) = (—1)" T _1(z) et Tp(—z) = (—1)"Th(z).
Montrons que #(n + 1) est vraie, c¢’est-a-dire :

Toii(=2) = (-1)""' T ().

En utilisant la relation de récurrence double et 'hypothese de récurrence, il
vient

2(—2)Th(—2) — Tp—1(—x)

2(=2)(=1)"Tn(z) = (=1)" "' Ths(@)

= 20(=1)""'To(2) — (=)' Taa(z)  (car (=1)"7" = (=1)"*)
(=)™ 22T (%) — T-s(2)]

(_1)n+1Tn+1(x)a

d’ou Z(n + 1), ce qui démontre que 1’égalité proposée est héréditaire.

En appliquant le théoreme de récurrence d’ordre deux, pour tout réel x, nous
en concluons

VneN, T,(—z)=(—1)"T,(z).

Par disjonction, nous en déduisons deux cas.

e Sin est pair, alors
Ve eR, T,(—z)="T,(x),

la fonction T, est paire.

e Sin est impair, alors
Ve eR, T,(—x)=-T,(x),

la fonction T, est impaire.

1 1
3. Pour tout u €1, 4 oo[, on pose z = 3 (u + )
u

a) (1 pt) Justifier que dans ce cas, z > 1.

1 1
Pour tout u €]1, + oo, posons g(u) = B (u - )
u

Cette fonction est dérivable sur |1, + oo[, par inverse et somme. Pour



tout réel u > 1, nous avons

1 1 u?—1
wy==(1-=) = > 0.
o) 2< u2> 2u?

Nous en déduisons que la fonction g est strictement croissante sur |1, 4+
oo[. Puisque ¢(1) = 1, il en résulte :

Vue€ll,+oof, g(u)>1.

ce qui justifie que |z = g(u) > 1.

b) (2 pts) Montrer que :

1 1
VneN, T,(z)= 3 (u"+u)

Pour tout réel v > 1, nous montrons par une récurrence d’ordre 2 que

1 1

Soit & le prédicat de la variable n défini sur N par :

P(n) : T(z) = = (u” + 1) |

2 un

Initialisation
Pour tout u €1, + oo[, on a

D’ou £(0) et Z(1).

Hérédité
Soit n € N* fixé. Nous supposons Z(n — 1) et &(n) vraies, c¢’est-a-dire

1/, 1 1/ 1
Montrons & (n + 1), c’est-a-dire

1

" 1
Toia(®) = 5 (w1 + )

En utilisant la relation de récurrence double et I’hypothese de récurrence,




il vient

Tos1 = 22T, (x) — T4 ()

(o) 2o )
=2z— | u — ] —=lu
2 un 2 un—1

=5 (v g) (o) -5 (e o)
—2u U Y un 2u un—1

1 1 1 1
_ n+1 n—1 o n—=1
2 [u + Up—_1 tu o yntl Y u”_l]

1 1
_ = n+1
—2<u +u”+1)’

d'ou Z(n + 1), I'égalité attendue est donc héréditaire.
En appliquant le théoreme de récurrence d’ordre deux, pour tout réel
x > 1, nous en concluons

VneN, T,(x)= ; (u"—i—l).

un

c) (1 pt) En déduire que :

Vo ell,+ oo, Tn(x)>1.

Soient u €]1, 4+ ocof et n € N.
Avec les notations ci-dessus, comme u" € |1, 4+ oo[, nous en déduisons

@) =5 (w+ )
u') == |(u"+—
g 5 u )’

ce qui établit

Vo ell,+oof, Tn(x)>1.

Remarque : En utilisant la parité de T,,, nous montrons que :

— st n est pair, alors :

Vee]l—oo,—1], T.(x)>1,
— sin est impair, alors :

Ve e]—oo,— 1], T,(zr)< -1

Par suite, I’équation T,,(z) = 0 n'admet pas de solution dans R\ [—1;1].

4. a) (0,5 pts) Pour tout (a,b) € R?, en utilisant les formules d’addition vues
I’année derniére, montrer que

2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b).

10



Pour tous les réels a et b, nous savons que :

{cos(a +b) = cosacosb — sinasinb

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
ce qui induit, par addition membres a membres

2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b).

b) (2 pts) Pour tout = € [—1,1], on pose = = cosa, avec « € [0,7]. Montrer
que
VneN, T,(cosa)= cos(na).

Soient = € [—1,1] et a € [0,7] tels que z = cos a.
Par une récurrence d’ordre 2, nous démontrons

VneN, T,(cosa)= cos(na).
Pour tout « € [0,7], soit & le prédicat de la variable n défini sur N par
P(n): T,(cosa) = cos(na)

Initialisation
Pour tout « € [0,7], on a

To(cosa) =1 = cosO0,
Ti(cos ) = cos «,
ce qui justifie que Z2(0) et Z(1) sont vraies.
Hérédité
Soit n € N* fixé. Supposons & (n — 1) et & (n) vraies, c’est-a-dire
Tn-1(cosa) = cos ((n—1)a) et T,(cosa) = cos(na).
Montrons que Z(n + 1) est vraie, c’est-a-dire
Thi1(cosa) = cos ((n + 1)a).
En utilisant la relation de récurrence double, I'hypothese de récurrence
et la formule de transformation d’un produit en somme (démontrée a la
question précédente), nous obtenons
Tri1(cos ) = 2cos T, (cosa) — T, (cos a)
= 2cos acos(nar) — cos ((n — 1)a)
= cos(na + @) + cos(na — a) — cos ((n — 1)a)
=cos ((n + 1)a),
d’out Z(n + 1). L’égalité proposée est donc héréditaire.
En appliquant le théoreme de récurrence d’ordre deux, pour tout a €
[0,7], nous en concluons :

VneN, T,(cosa)= cos(na).

11



5. (3 pts) En déduire les solutions, dans ’intervalle [—1,1], de ’équation

T.(z) = 0.

En posant x = cos «, ’équation considérée devient
T.(cosa) =0 <= cos(na) = 0.

Ainsi, nous en déduisons

k
TLCYEE[T('] = EIkeZ,na:E—Flm = EIkEZ,azl—i-—w.
2 2 2n  n

Puisque « € [0,7], 'entier relatif & est tel que

T kmw 1 k
0<—+—<71m << 0<—+-<1
2n n 2n  n
<:>O\1+2k<1

2n
— 0<1+2k<2n
— 1<k;< L
T XN — 3
2 2
@ke{ L 1]
——,n——|.
2’ 2

Puisque k£ € Z, nous obtenons
1 1

ke[—2,n—2}mz<:>ke[[0,n—1]].

Par conséquent, une solution dans l'intervalle [—1,1] de I’équation T),(z) = 0

est nécessairement de la forme
2k +1
T}, = COS (2—1—)7r7 ke [0,n—1].
n

Réciproquement, pour tout k& € [0,n — 1], les n réels x; définis ci-dessus
satisfont a

T, (%) = T (COS (%;;1)”)

_ (Cosn(ka + 1)7r>

2n
= cos ((2k + 1)%)
)

ce qui prouve que ces derniers sont solutions de 1’équation proposée.
Nous en concluons que 1'équation T, (z) = 0, admet dans [—1,1], n solutions
distinctes z; définies par

2k+ 1)
Ty, :cos(2n), ke [0,n —1].

L’ensemble des solutions de 1’équation est

2n

ke [0n— 1]]}

12



Exercice 6 Applications et récurrence (4 points)

Soit f : E — E une application. Pour tout n € N, on définit f™ par récurrence en
posant :

f'=1dp
Vn e N fn+1 fn f

1. (1,5 pt) Montrer que, pour tout n € N, f**! = fo f"

r

Par une récurrence simple, nous démontrons
VneN, frl=fofm
Soit & le prédicat de la variable n défini sur N par

P(n): [T =fofm"

Initialisation
On a
fr=Tldgof = fof,
d’ou Z(0).
Hérédité
Soit n € N fixé. Supposons Z(n) vraie au rang n, c’est-a-dire

= fo
Montrons & (n + 1), c’est-a-dire
fn+2 — f o fn—l-l'

En utilisant la définition de f ainsi que I'hypothese de récurrence, nous obte-
nons

fn+2 — fn+1 o f
= (f"of)of
= ( fof"of  (hypothese de récurrence)
= fo(f"of)

= f o fntt (définition de f™1)

(associativité de o)

d’ou Z(n + 1). L’égalité proposée est donc héréditaire.
Par principe de récurrence, nous en concluons

VneN, fl=fof'=f"of.

13



2. (2,5 pts) Montrer que si f est bijective, alors pour tout n € N, f" est aussi
bijective et (f")~1 = (f~H)".
On suppose f bijective. Montrons par récurrence simple la propriété &2(n)
définie sur N par

P(n) : « f* est bijective et (f*)' = (f1)"»

Initialisation
L’identité de E Idg est bijective. Par ailleurs :

(F) =Tdy =Tdg = ()

On a donc Z(0) vraie.

Hérédité

Soit n € N. Supposons &(n) vraie au rang n. Montrons #(n + 1).

Par hypothese de récurrence, on a f™ bijective. On a également f bijective.
Comme la bijectivité est stable par composition, on a f**! = f o f" bijective.
Ainsi, f71 et (f™)~! existent et nous avons

(= (fo M)

Or, on sait que si f ¢ sont deux applications bijectives, alors (f o g)~' =
g to f~1. 1l vient alors

(fn+1)—1 (fn)—l 5 f—l

(f Yo f~* (hypothese de récurrence)
_(pty

d’ott Z(n + 1). Ainsi, la proposition est héréditaire.
Par principe de récurrence, on a donc, si f est bijective :

Vn €N, f"est bijective et (f")"' = (f~1)"

14



