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RECURRENCE. COMBINATOIRE. SUITES.



Exercice 1 Exposants pairs ou impairs (6 points)

1. (2 pts) Pour tout entier naturel n, calculer les deux sommes :

E() « +-500)

Par le bindme de Newton :
aerr =35 ()t = 32 (1) =
im0 \& =0 \F
donc
Sy = 2.
De méme,
(1-1y EX@Wkﬁznaﬂﬁzs
k=0 k=0 k
Donc
=(1-1)"=0 pourn>1,
et a part :
5{) = 1.

2. En déduire que :

%
a) (2 pts)sin est pair, » <n) =" 1
o \ 2k

Si n est pair (n = 2m), on écrit

2m 2m> 4 (Qm) ml ( 2m )
w2 () = (5) + ,
o ( k o \ 2k o \2k+1
, sz< 1)k<2m> i <2m> ml < 2m )
s, = — = — .
- k o \ 2k o \2k+1
En additionnant ces deux égalités :

" 2m
n =19 .
Sp + 8, Z(?k)

Or s, =22 et, pour m > 1, s/, = (1 — 1)>™ = 0, donc

n

2m 1 27171

Ainsi,

5 () -
i(&)




n—1

YA
b) (2 pts) si n est impair, > < ) =2n 1
T \2k+1

Si n est impair (n = 2m + 1), on écrit

It fom 4+ 1 o (om + 1 moom+ 1
T o A B of Gl B ol Gy |

k=0 k=0 k=0
et
, Al L (2m+ 1 " (2m 41 " (2m 41
rer() 50 -E00)

En soustrayant la seconde égalité a la premiere :
T (2m+1
Sn— Sy =2 < >
Z\ 2k +1
Or s, = 22"t et s/ = (1 — 1)*"*1 =0, donc
no(2 1
Z( " ) — g2m — gn-1,
o \ 2k +1

Ainsi,

n—1

Z n
£
2\ 2k + 1

Exercice 2 Lettres de 'alphabet (6 points)

Soit k£ un nombre entier compris entre 2 et 26.
Avec les 26 lettres de I'alphabet, combien peut-on former de mots de :

1. (1 pt) k lettres,

r

Un mot formé de k lettres est une k-liste avec répétitions, chaque lettre étant
choisie dans I’ensemble des 26 lettres de 1'alphabet.
Nous dénombrons ainsi

mots de k lettres.

\

2. (1 pt) k lettres distinctes,

Un mot formé de k lettres distinctes est une k-liste sans répétition, chaque
lettre distincte étant choisie dans I’ensemble des 26 lettres de 'alphabet.
Nous dénombrons ainsi

26!

ko __
Az = (26 — k)!

mots de k lettres distinctes.




3. (2 pts) k lettres, les deux premiéres lettres sont des voyelles distinctes,

Nous commencons par compter le nombre de 2-listes sans répétition de deux
voyelles qui appartiennent a I’ensemble des 6 voyelles. Il y en a
6!
A= _—— =6 x5=30.
67 (6—2)
Nous associons a chacune de ces 2-listes sans répétition les (k — 2)-listes avec
répétitions formées avec les 24 lettres qui sont encore a disposition dont le
nombre est 24%72.
En appliquant le principe multiplicatif, nous obtenons

mots de k lettres dont les deux premieres lettres sont des voyelles distinctes.

\

4. (2 pts) k lettres, les deux premiéres lettres sont des voyelles distinctes, les
suivantes des consonnes distinctes.

r

Comme dans la question précédente, nous comptons 30 fagcons pour commen-
cer un mot par deux voyelles distinctes.

Pour chaque choix de ces deux voyelles distinctes, nous associons les (k — 2)-
listes sans répétitions formées avec les 20 consonnes distinctes. Leur nombre

est
AE 20! 20!
00 20— (k—2)  (22—k)

En appliquant le principe multiplicatif, nous obtenons

20!

0 X G m

mots de k lettres dont les deux premieres lettres sont des voyelles distinctes
et les suivantes des consonnes distinctes.

Exercice 3 Suites arithmético-géométriques® (8 points)

Soient a et b deux réels, (u,),>o une suite telle que :
VneN, upi, =au,+0.

On se propose de calculer u,, en fonction de n et ug.
1. (1 pt) Traiter le cas a = 1.

Sia=1, alors :
VneN, up =u,+b.

1. Aussi appelées « Suites récurrentes linéaires d’ordre 1 »



La suite (u,)nen est alors une suite arithmétique de raison b. Ainsi :

‘VnEN, Up = Uy + Nb.

2. (1 pt) On suppose désormais a # 1. Résoudre I’équation = = azx + b. On
note / la solution.

r

On a:

r=ar+b << x—ar=25
<~ (1—a)x=0>

— T = car a # 1

1—a

L’équation x = ax + b a pour solution

—a

\

Dans la question suivante, il est inutile (voire toxique) de remplacer ¢ par sa valeur ; seule
est utile I’équation
{=al+b.

3. (3 pts) On pose, pour tout n dans N :
Uy = Uy — L.

Montrer que (v,),>0 est une suite géométrique. Conclure.

s a'

Pour tout n € N,

Un+1 = Un41 — 14

=au, +b—/

= au, +b— (al +b)
= a(u, —¥)

= avy,

Ainsi, (v,)n>0 est une suite géométrique de raison a. Par conséquent :
VneN, wv,=uwva".
Par définition de (v,,)n>0, pour tout n € N, u,, = v, + £. Il vient donc :

VneN, u,=uwvpa"+¢
(UQ —K)a”+€

( b ) " b b
=|uy — a" + car ¥ =

Ainsi,

b b
VneN, un:<u0—a)a”+




4. (3 pts) A quelles conditions portant sur a et uy la suite (u,),>o est-elle
convergente 7

On suppose toujours a # 1 (le cas a = 1 conduit soit a une limite infinie, soit

a une suite constante a ug si b = 0).
e Si|a| < 1, autrement dit a €] — 1; 1], alors a™ —— 0. Ainsi :
n——+00

u >l = :
" oo 1—a

e Siuy =/, alors u,, = ¢ pour tout n.
e Sia¢]—1; 1], la suite (u,),>0 ne converge pas.

Ainsi, la suite (uy,),>0 est convergente si, et seulement si, |a] < 1 ou uy = £.
Par conséquent,

(ol <DV (v = o) = o
a Uy = Up, )
g 1—a n—+oo | — @

Exercice 4 Suites récurrentes linéaires homogenes d’ordre 2 (14 points)

Soient a et b deux nombres réels. On suppose que I’équation 2% = ax + b admet deux

racines réelles distinctes A et . On se propose de déterminer I’ensemble £ des suites réelles
(un)nso telles que
VneN, Upio=au,r 1+ bu,.

1. (2 pts) Montrer que, pour « et $ dans R, la suite (A" + Su"),>0 appartient
ac.

,

On fixe o, € R et on pose, pour n € N, W,, = a\™ + Su™.
Rappelons que A\? = a)\ + b et u? = ap + b.
Soit n € N. On a :

Wit + W, = a(aX™™ + Bu™ ) + b(a™ + Bu™)
= aX"(aA +b) + Bu"(ap + b)
_ a)\n+2 + ﬁﬂnJrQ

= n+2-

On a bien (W,,),>0 € €.

\

2. (2 pts) Soit (up)n>0 un élément de €. Vérifier qu’il existe deux nombres
réels a et [ tels que

a+pB=uy et a\+ [u=u.



a:UOM—Ul

a‘i‘ﬁ:UO Iu_)\
— UI—U,O/\

= A

Ceci prouve 'existence (et 1'unicité) de («,3). On remarquera que \ # p.

\

3. (3 pts) Avec les notations de 2., montrer que

VneN, u,=a)\"+ Bu".

On raisonne par récurrence double sur n pour établir la propriété

P Uy = X" + Lu.

Initialisation
Par choix de («,3), &y et &7, sont vraies.

Hérédité
Soit n € N tel que &2, et &, 11 soient vraies (HR). Alors :
Upto = QUpy1 + buy,
= a(a\"t + Bu" ) + b(a\™ + Bu™)  d’aprés (HR)
= a\"(a\ +b) + Bu"(ap + b)
= a\"t? 4 Bunt2.

D’ou @,H_Q.
Par principe de récurrence double, &2, est vraie pour tout n € N, ce qui
signifie :

VneN, un:o&\"—l—ﬁ/ﬂ.‘

\

Soit (uy)n=o la suite définie par :
Uy = 2
Uy = 5
VneN, Upio= 05Uy — 6uy,.

4. (2 pts) Montrer que
VneN, wu,=2"43"

La suite (u,),>0 a pour équation caractéristique 2> = 5z — 6.
Comme A = 2 et ;= 3 sont solutions, les formules de la question 2. donnant
a et S montrent que :

’VnEN, un:2”—i—3”.‘

. v

On suppose désormais que 1'équation 2 = ax + b admet une unique racine réelle \.

5. (2 pts) Montrer que, pour « et § dans R, la suite (a\"+n\"),>o appartient
ac.



On fixe (a,) € R

On pose, pour n € N, V,, = a\" + ngA".

Soit n € N. Rappelons que A\? = a)\ + b et 2\ = a (formule d’addition des
racines d'un polynéme). On a :

aVipy1 + bV, = a(aX™™ + B(n + DA™ 4+ b(aA™ + fnA™)
= a\"(aX + b) + A" a\ + nBN"(aX + b)
— CY)\n+2 4 ﬂ(n_'_ 2))\n+2

= Vn42

On a bien (V,,)n>0 € €.

\

6. (3 pts) Montrer que, si la suite (u,),>o est un élément de &, il existe deux
nombres réels a et [ tels que

VneN, u,=a\"+ fn\".

Pour (a,3) € R?, on a :

{a:uo o = Up

— —
a\ + ﬁ)\ = Uy 6 = 7'“1 )\U())\

Il existe donc un unique couple («,3) € R? solution du systéme.
Montrons par récurrence double sur n € N la propriété &2, : u, = a\"+[nA\".

Initialisation
Par choix de («,3), &y et &, sont vraies.

Hérédité Soit n € N tel que &, et &, soient vraies. Alors :

Upio = QUpy1 + buy,
= a(aA™ 4+ B(n 4+ 1)A™™) + b(aA™ + BnA™)
= aX"(aX +b) + fA"aX + nSA"(a) + b)
= a\""? + B(n + 2)A" 2.

D’ou Z,,5.
Par principe de récurrence double, &2, est vraie pour tout n € N, ce qui
signifie :

VneN, u,=a\"+ 571)\”.‘




7. (Bonus +4 pts) Montrer que si I’équation 2> = ax + b ne comporte pas de
solutions réelles, alors il existe r > 0 et 6 € R, ainsi que deux réels a et (8

tels que
VneN, wu,=r"(acos(nd)+ Bsin(nd)).

Si I’équation 22 = ax + b ne comporte pas de solutions réelles, elle comporte
des solutions complexes z et Z.

Ainsi, en notant r = |z| et § = arg(z), on a l'existence de r > 0 et 6 € R tels
que les solutions de I’équation caractéristique 22 = ax + b soient re® et re=%.
Pour (a,3) € R?, on a :

Uy —1ru 0
r(acos(f) + Bsin(0)) = uy — 8= rsnf((;())S( )

oa=u
{a:uo 0

Il existe donc un unique couple («,3) € R? solution du systéme.

B

!
En posant A = 5~ 25 € C, on obtient, pour tout n € N :

" (acos(nf) + Bsin(nd)) = 1" [2Re(A) cos(nb) — 2Zm(A) sin(nb)]
— 7" x 2Re(Ae™)
_ Arneine + Zrne—ing

= A" 4+ AZ"
Montrons par récurrence double sur n € N la propriété 2, : u,, = Az" + Az".

Initialisation
Par choix de («,3), &, et &, sont vraies.

Hérédité Soit n € N tel que &, et &, 1 soient vraies.

Alors :
Upy2 = QUpi1 + bun

= a(Az"T + AZ") + b(A2" + AZ")

= Az"(az +b) + Az"(aZ + b)

= A" + AZ"? car 2’ =az+b
D’ou &,,5.
Par principe de récurrence double, &, est vraie pour tout n € N, ce qui
signifie :

VneN, u,=Az"+ AzZ".

Par définition de A, on obtient donc :

VneN, wu,=r"(acos(nd)+ Ssin(nd)).




