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Exercice 1 (¥kikycyy) Q.C.M.

Pour chaque question de ce Q.C.M, il y a deur réponses exactes sur les 4 proposées.
1. On considére la fonction f définie par f(z) = v/1 — 22, et on note € sa courbe représentative dans
un repere orthonormé.
a) L’ensemble de définition 2 de f est égal a [—1,1].
b) f est dérivable en 1.

3
c) L’équation réduite de la tangente .7 & € en son point d’abscisse g est y = 3z — 1.
d) La courbe représentative 4" dans le repére orthonormé donné est un demi-cercle.

2. On considére la fonction polynéme du troisieme degré P : 2 — x2 — 3z + 2 et on désigne par € sa
courbe représentative dans un repere du plan.

a) f(1) = f'(1) =0.

b) f est croissante sur U'intervalle [—2,0].

c) f(1) est le minimum de f sur R.

d) Le point A(0,2) est un point d’inflexion de %

Exercice 2 (W¥rikyy) Pour chacune des fonctions ci-apres, déterminer I’ensemble de définition et
calculer la dérivée.

1. a:z+—— 23 cos(bz + 1) 4. d:xr— eVrtetl 6. g: 2 co2s(2m)

2. b:xr— efS” —2
x _ T

3. i@ ¥ F20 B 5 fizr— 211 Thiee sin(z)

Exercice 3 (¥¥r¥rik) Soient f et g deux fonctions deux fois dérivables de R dans R. On pose h = go f.
Si z € R, donner une expression de h'’(z).

Exercice 4 (K vricve) Pour n € N, montrer que

() () = s
VzeR, cos'™(x) Cos(x—i—z).

Exercice 5 (k<ycYy) Dérivée d’une fonction paire, impaire, périodique
Soit f une fonction dérivable de R dans R.
1. On suppose f paire. Que dire de f’?
2. Méme question si f est impaire.

3. Méme question si f est périodique de période T', o T' € R% .



Exercice 6 (k<ycYy) Recherche de maximum

Soit n dans N*. Calculer le maximum de la fonction f,, définie sur R par :

Ve eRy, folz)=2a"e".

Exercice 7 (k% ycYy) Dérivées d’ordre n
Déterminer les dérivées d’ordre n (ott n € N*) des fonctions f et g suivantes :
1. f:x+— xe®.

2. g = sin.

Exercice 8 (%% <vr) Fonctions & dérivée n-iéme nulle

Déterminer les fonctions de R dans R, n fois dérivables sur R et dont la dérivée n-iéme est identique-
ment nulle.

Exercice 9 (%% yc¥y) Soit n € N*. Calculer le maximum de la fonction f, définie sur R, par :

Ve eRy, folz)=2a"e".

Exercice 10 (%% Yv) Pendule simple

Soient un pendule simple de masse m et de longueur ¢, 6 I’angle que fait le pendule avec la « verticale
descendante » ; alors 6 dépend du temps ¢ et obéit a 1’équation différentielle :

0" (t) + %Sin(ﬂ(t)) = 0.

L’énergie du pendule au temps t est donnée par la formule :

me2’ (t)?

B(t) = "

— mglcos(6(t)).

Montrer que E est constante (conservation de I’énergie).

Exercice 11 (Jrk %) Dérivée n-ieme de x — z2e®

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 22e®.

1. Pour tout entier n > 1, montrer qu’il existe deux suites (a,) et (b,) telles que
VzeR, fM(z)=(2®+anz+b,)e".

2. Expliciter £ (z) en fonction de n et .

Exercice 12 (%% %) Limites et taux d’accroissement

Soit f une fonction dérivable en a appartenant a un intervalle ouvert I.

1. Calculer la limite quand h tend vers 0 des fonctions suivantes :
(a+h)f(a) —af(a+h)

a) h— " .
b) h+— (a—f—nh)f(a;l— af(a—l—h)’ avec n € N*.



2. Calculer la limite quand z tend vers a de la fonction

e f(a) e *fla)

r—a

xr—

Exercice 13 (%% %) Dérivée de la bijection réciproque

Soient I et .J deux intervalles ouverts non vides. Soit f une bijection de I sur J ou f~!:J — I est
la bijection réciproque de f.

Montrer que si f est dérivable sur I et que si, de plus, f/ ne s’annule pas sur I, alors f~! est dérivable
sur J et

vyeld, (f7)(y) = )

Exercice 14 (%% % %) Méthode de la sécante

Soient deux réels a et b tels que a < b. On considére une fonction f continue, croissante strictement
et convexe sur [a,b] telle que f(a)f(b) < 0.
On désigne par A et B les deux points de Cy d’abscisses respectives a et b.

1. Justifier 'existence d’un unique réel a €]a,b| tel que f(a) = 0.
2. Déterminer une équation de la droite (AB).

3. En déduire que l'abscisse x1 du point d’intersection de la sécante (AB) avec la droite des abscisses

satisfait & b
—a
r1=a— ————f(a).

4. En réitérant ce procédé, nous considérons la suite (x,) définie sur N par son premier terme xo = a
et la relation de récurrence

VneN, z,11=2,—

En utilisant la convexité de la fonction f, prouver que
VneN, z,<a.

En déduire le sens de variation de la suite ().
5. Justifier que (z,,) converge vers le réel a.

6. Nous supposons que f : x — x> — 4z — 2.
Proposer un algorithme qui restitue une valeur approchée d’une solution a € [2,3] de 1’équation
f(z) =0.
Apres avoir localisé graphiquement les solutions de I’équation f(z) = 0, proposer un algorithme qui
restitue une valeur approchée d’une des autres solutions de cette équation.

Exercice 15 (%% % %) Méthode de Newton
Soit f une fonction dérivable deux fois sur un intervalle I.
Soient a € et b € I tels que a < b. Nous supposons :
— f(a) <0et f(b) >0,
— V€ lab], f'(x) >0et f’(x)>0.
1. Justifier que 'équation f(x) = 0 admet une solution unique « €]a,bl.

2. a) Soit 7y la tangente & la courbe Cy au points My d’abscisse ¢y = b. Déterminer 'abscisse z1 du
point d’intersection de 7, avec la droite des abscisses.
b) Soit 77 la tangente a la courbe Cs au point M; d’abscisse x1. Déterminer 'abscisse x2 du point
d’intersection de 77 avec la droite des abscisses.

3. En réitérant ce processus, pour tout entier naturel n, nous désignons par :



— 7T, la tangente & Cy au point M,, d’abscisse x,
— Z,41 abscisse du point d’intersection de 7, avec la droite des abscisses.

Montrer que, le réel xo = b étant donné, la suite (z,,) est définie par la relation de récurrence

f/(xn)

VneN, z,41=z,—

4. a) Justifier que la suite (z,,) est minorée par «.
b) Quel est le sens de variation de cette suite ?
c) La suite (x,,) converge vers le réel o. Expliquez pourquoi.
5. En utilisant la méthode de Newton, proposer un algorithme qui restitue une valeur approchée de
/¢, avec ¢ = 2 et ¢ > 0 choisis par I'utilisateur. Avec les données de cet exercice, la fonction f étant
choisie, nous prendrons comme test d’arrét la condition

f(xn)
f/(ﬁn) <e€

ol ¢ est la précision adoptée en entrée pour obtenir une approximation de ¥c.

Exercice 16 (k%% %) La fonction sinus cardinal
La fonction sinus cardinal, notée ici sinc, est définie par :

sinc(0) =1

Vo eR*, sinc(z) = sm(x).

X

Etudier la parité de sinc.
Montrer que sinc est continue en 0. Quelle est sa limite en +o00 ?

Pour = € R*, calculer sinc’(x). On admettra que sinc est également dérivable en 0, de dérivée nulle. !

A

™ ™
—,nT+ 7[

Montrer que, pour tout n € Z, la fonction tan admet un unique point fixe sur I'intervalle } nmw — 5 5

que 'on note x,,.

o

Montrer que les x,, pour n € Z sont les points en lesquels sinc’ s’annule.

6. Selon la parité de n, tracer le tableau de variations de sinc sur 'intervalle }mr — g,mr + g [

Exercice 17 (k%% %) Inégalités des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, avec a < b.

1. Nous supposons qu’il existe deux réels m et M tels que
vV €lab], m< f'(z) <M.

Prouver que
f(b) — f(a)

m <
= b—a

< M. (1)

2. Une application. Justifier que pour tout entier n > 1,
1
2vn+1

3. Nous supposons qu’il existe un réel k > 0 tel que

1
<VAtl—- Vi< ——.
n+ vn NG

Va €lad], |f ()] <k

Montrer que
1f(b) = f(a)] < k(b —a).

1. Une preuve au niveau terminale est possible mais fastidieuse.




4. En déduire que si f est dérivable sur un intervalle I et satisfait a
Veel, |f'(z)] <k,
alors, quels que soient les réels a et b appartenant a I,
|f(b) = f(a)] < k|b—al. (2)

5. Une application. Justifier que
Ve eR, |[sinz| < |zl

Exercice 18 (k%% %) Meéthode du point fixe
Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur I'intervalle
Ja,bl.
Nous supposons
— Vzelad], f(x)e€lab].
— 3k €]0,1[, Yz €lab], |f'(z)] < k.
1. Montrer que I’équation f(z) = z admet une solution unique « € [a,b].
2. On considere la suite (z,,) définie sur N par son premier terme z¢ € [a,b] et par la relation de
récurrence
VneN, zp1=f(z,).
Justifier que, pour tout entier naturel n,
a) z, € [a,b].
b) |zn+1 — o] < k|z, — al.
3. En déduire
VneN, |z, —a <k"z)—al

La suite (x,,) converge-t-elle ?

Exercice 19 (k% %) Méthode du point fixe. Etude d’un exemple

Soit f la fonction définie sur R par

1. Justifier que

Ve E,l} , flx) e E,l} .

1
2. Montrer que I’équation f(x) = x admet une solution unique a € {5,1}

1
3. Prouver que, pour tout réel x € {5,1} ,

0< fi(@) <k,
en posant k = (\/E\fl)z'
4. On considére la suite (u,,) définie sur N par son premier terme uy = % et par la relation de récurrence
eln
En appliquant les résultats des questions 2 et 3 de I'exercice précédent, justifier

k’ﬂ
VneN, |u,—al< -

VneN, upir = f(u,) =

5. La suite (u,) converge vers « : pourquoi ?




