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Correction du TD 12
Fonction logarithme népérien
Exercice 1 (k% ¥) Q.C.M.
Pour chaque question de ce Q.C.M, il y a deux réponses exactes sur les 4 proposées.
1. On considéere la fonction f définie par f(x) =1n (e —2) et on note & son ensemble de définition.
1
a) 7 = {6—2, + 00 {
b) In2 est la seule solution de ’équation f(x) = 0 dans 2.
c) [ est dérivable sur 9 et

d) Ve e 2, f(z) < x.

Réponses : c) et d).
— a) Faux : 2 nécessite e* —2 >0 <= z >1n2. Donc 2 =|In2, + oo.
— b) Faux: f(z) =0 <= e*—-2=1 <= " =3 < z =3

— ¢) Vrai: f'(z) = we 5 En divisant numérateur et dénominateur par e”, on obtient
= —
1
/ —
F@) =15=
—d) Vrai: f(z) <z <= In(e*—2) <z <= e —-2< e’ < —2<0, ce qui est
toujours vrai.

x

2. On considere la fonction g : z — In (x2 — 4z + 3). On note Z son ensemble de définition et C sa
courbe représentative dans un repére orthogonal.

a) 9 =] —o0,1[U]3, + o0].
b) La droite A : x = 2 est asymptote verticale a C.
c) Vz e 2, g(x) =In(z — 1) + In(z — 3).
d) lim g(z)= lim g(z).
z—1- z—3+

Réponses : a) et d).

— a) Vrai : Le trindme 22 — 42 + 3 a pour racines 1 et 3. Il est strictement positif &
Iextérieur des racines.

— b) Faux : Les asymptotes verticales sont z = 1 et = 3. La droite z = 2 est un axe
de symétrie, mais pas une asymptote (la fonction n’y est pas définie).

— c¢) Faux : Cette égalité n’est vraie que siz—1 > 0 et z—3 > 0, c’est-a-dire sur |3,4 oo[.
Sur | — 00,1[, on a g(z) = In(1 — z) + In(3 — z).

— d) Vrai : Dans les deux cas, le trindme tend vers 07, donc par composition, la limite
de g(z) est —oo.




Exercice 2 (k%) Résoudre chacune des équations suivantes apres avoir précisé leur ensemble de
validité.

1. nz=3 4. In(x 4+ 3) + In(x — 2) =1n6
2. Inx=-1
3. In(2z—-1)=1 5. (Inz)? —5lnz+6=0

1. Validité : 2 =]0, + oo].
lnz =3 < z=¢€3.
2. Validité : 2 =10, + ool.

Inz=-1 < z=eL

1 1
3. Validité : 2x — 1 > 0 < x>§.@: }5,4*00{.

1
n2r—1)=1 <= 2z—-1=¢ < x:e+ .

2
B e+1}
s={2}.

4. Validité : 2 +3>0etx—2>0 < z>2. 72 =]2,+ .

In(z+3)+In(z—2)=In6 < In((x+3)(zx—2)) =1n6
— 224+2-6=6
= 224+2-12=0.

Les racines sont —4 et 3. Seule 3 appartient a Z.

S ={3}.
5. Validité : 2 = ]0, + ool.
On pose X = Inz. L’équation devient X2 — 5X + 6 = 0, dont les solutions sont X = 2 et
X =3.
Onadonclnz =2 = z=e2oulnz =3 = z=¢.

Exercice 3 (K ¥¢yrik) Résoudre chacune des inéquations suivantes aprés avoir précisé leur ensemble
de validité.

1. Inz>2 2. 1n1>2 3. Inx—-4>0
T

1. Validité : 2 =10, + oo|.
Inz >2 < z> e
S =]e?, + oal.
2. Validité : 2 =|0, + oo[.
In(1/z) >2 <= —-lnz>2 < hr< -2 < z<e 2
S =]0,e7?.
3. Validité : 2 =]0, + oo|.
Iz —-4>0 < (Inz—2)(Inz +2) > 0. Le polynéme X2 — 4 est positif & extérieur de
ses racines —2 et 2.
Donclnz < —2 = z<e? ou Inz >2 = x> ¢




S =]0,e72[U]e?, + oo

Exercice 4 (%% ¥¢Yy) Limite d’un taux d’accroissement

Montrer que :
In(1
im 20+ )
x—0 €T

=1

]-1,+00] — R
x — In(l+4+2x)
La focntion u est dérivable sur son domaine de définition et

Soit la fonction u '

1
Vre]—1, , u(z)= )
x €] +oof, u'(z) T2
In(1 —u(0
Le quotient n(l +7) = 2l g( ) correspond au taux d’accroissement de u en 0.
75 T —
1
Sa limite quand 2 — 0 est donc le nombre dérivé v’ (0) = T70°= 1.
D’ou :
1
iy, )
x—0 9B

Exercice 5 (& y<y)

1. Etudier la limite en +00 de chacune des fonctions suivantes :
a) fixr—xz—Inz.
Inz
2 4+1°
2. Etudier la limite en 0 de la fonction & : 2 — zIn(2z).

b) g:z+—

1. a) Il agit d’une forme indéterminée du type « oo — 0o ». On factorise par z :

f(m):x(l—ln—x>.

T

. . Inz )
Par croissances comparées, lim —— = 0. Donc par produit
rx——+oco I

b) On a, pour z > 0 :

(2) Inz o z2
T)= —& X ———.
g z2 2+ 1
. , . Inz . 2 .
Par croissances comparées, lim —— = 0. De plus, lim ——— = 1. Par produit :
z—+oo 12 z—4o00 2 + 1

2. On pose X = 2z. On a donc X —7 0.
z—

Pour z € RY :

h(z) = %(2:10 In(22)) = %Xln X.




Par croissances comparées, lim+ XInX =0. Donc :
X—=0

lim h(z) =0.

z—0t

Exercice 6 (%%yr) Etude d’une fonction du type In(u)
1+

Etudier les variations de la fonction f : 2 — In

> Ensemble de définition :
+x

1
La fonction f est définie si et seulement si > 0.

Une étude des signes du numérateur et du dénominateur donne :
e 1+2>0 <= z> -1
e 1—2>0 <<= z<1

Le quotient est donc strictement positif sur intervalle | — 1,1].
Nous en concluons que ’ensemble de définition est :

2 =]-11].
> Dérivée et variations :

1+
T 1l-a

Sur 2, la fonction f est dérivable par composition. Elle est de la forme In(u) avec u(x)

La fonction u est dérivable par quotient sur 2 et nous avons :

Ix(1—2z)—(-1) x(14+2x)

li
u'(z) = (e
l-—z+1+z
(1—=z)?
_ 2
S (-2
Nous en déduisons la dérivée de f :
/ w'(x)
2
_ (-2
14z
1—-=z
_ 2 Il =g
- (1—2x)2 % 1+
B 2
- (1-z)(1+2)
2
C1—x?
Pour tout € ] — 1,1[, nous avons x? < 1, ce qui implique 1 — 2% > 0.

Puisque le numérateur est également strictement positif, nous obtenons :

Vee]-1,1], f'(z)>0.

Nous en concluons que la fonction f est strictement croissante sur | — 1,1]. ‘




Exercice 7 (%% irvy) Logarithme décimal

La fonction logarithme décimal notée log (ou encore log;, ) est la fonction définie pour tout réel  de
l'intervalle ]0, 4+ oo[ par

In(z)
In(10)

log(x) =

1. Donner les valeurs de log(1),log(10).

2. Montrer que pour tous réels strictement positifs a et b, on a la propriété algébrique fondamentale :
log(a x b) =log(a) + log(b)

3. Déterminer la valeur de log (10™) lorsque n est un entier relatif.

1. En utilisant la définition et sachant que In(1) = 0, nous obtenouns :

In(1) 0
og(1) In(10)  In(10) m
De méme, puisque In(10) est au numérateur et au dénominateur :
In(10)
0g(10) = e} — [log(10)

2. Soient a et b deux réels appartenant & |0, + oo[. En utilisant la propriété algébrique du
logarithme népérien (In(a x b) = In(a) + In(b)), il vient :

In(a x b)
In(10)
In(a) 4 In(b)
In(10)
_ In(a) In(b)
In(10)  In(10)
= log(a) + log(b).

log(a x b) =

Nous avons ainsi démontré la propriété fondamentale :

Ya>0,¥b>0, logaxb)=log(a)+ log(b). \

3. Soit un entier relatif n € Z. Nous connaissons la propriété In (10™) = nlIn(10). Nous en
déduisons :

In (107
In(10)
~ nlIn(10)
~ In(10)

=nNn.

log (10™) =

D’ou le résultat :

Vn €Z, log(l0™)=n. ‘




Exercice 8 (%% rvr) Fonction exponentielle de base a

Soit a un réel strictement positif fixé.

1. Montrer que, pour tout couple (z,y) de réels, on a :

a® x a¥ = a* 1Y

2. Dresser, en fonction des valeurs du parametre réel a, le tableau de variation de la fonction exp,,.

Rappel de la définition : pour tout a > 0, la fonction exp, est définie sur R par exp,(z) = a® =

e:clna.

1. Soient = et y deux réels. En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, nous obte-
nons :

a® X a¥ = 6wlna % eylna

_ e;c Ina+ylna
_ e(ery) Ina

= a1,

Nous en concluons :

Y (z,y) € R%, a® x a¥ = a®TV.

2. La fonction f :  — e®% est dérivable sur R par composition avec la fonction affine
z — xlna. Pour tout réel x, nous avons :
f'(z) = (Ina)e®™e.
X

Puisque pour tout réel X, e* > 0, le signe de f’(z) dépend uniquement du signe de la
constante In a. Par disjonction, nous distinguons trois cas :

> 1°f cas : a > 1.
Dans ce cas, Ina > 0, ce qui implique f’(x) > 0.

‘La fonction exp, est strictement croissante sur ]R.‘ Ses limites sont lim a® = 0
T——00

et lim a”® = +oo.
x——+00

>2°cas:0<a<l.
Dans ce cas, Ina < 0, ce qui implique f’(x) < 0.

‘La fonction exp, est strictement décroissante sur R. ‘ Les limites s’inversent

lim a* =+ooet lim a” =0.
T—r—00 T——+00

> 3°cas:a=1.
Dans ce cas, In1 = 0, ce qui implique f/(z) = 0.

‘La fonction exp; est constante et égale a 1 sur R. ‘

Exercice 9 (k% ycYy) Une bijection

1. Quel est 'ensemble de définition Dy de la fonction g : z — In(1 —Inx) ?
2. Montrer que g est une bijection de Dy sur un intervalle I que 'on précisera.

3. Soit un réel b € I. Résoudre dans D, I’équation g(z) = b.
En déduire la fonction réciproque de g, c’est-a-dire la fonction notée g—! qui associe a chaque réel
b € I 'unique solution z de I’équation g(z) = b.

Let g’1 og.

5. Quel est l'ensemble de définition de la fonction h : z —— g(|z|)? Cette fonction est-elle une
bijection ?

4. Définir les fonctions g o g~



1. La fonction g est définie si et seulement si

r>0etl—Inz>0 < x>0et lnz<1l < 0<x<e.

Nous en concluons que
Dy =10,e].

2. La fonction g est, par composition, dérivable sur ]0,e[. Pour tout réel z €]0,e[, en posant
u(xz) =1 — Inx, nous obtenons

1 1
=——x
r l-Inz
1
== <0
z(1 —1Inz)

Par conséquent la fonction g est strictement décroissante sur ]0,e].
Remarque : le sens de variation de g peut étre justifié sans argument de dérivation.
En effet, la fonction In est croissante strictement sur ]0,e[, ce qui implique :
x+— 1 —1Inzx est décroissante strictement sur ]0,e].
Sachant que
Vz €]0e[, 1—Inze]0,+ oo,

par composition de ln croissante strictement sur |0, + oo[ avec x — 1 — Ina décroissante
strictement sur ]0,e[, la fonction g est décroissante strictement sur ]0,e].

De plus cette fonction est continue sur ]0,e[ car dérivable sur cet intervalle.
Par théoréme de la bijection, il en résulte que g est une bijection de ]0,e[ sur

0,e]) = | lim g(x), lim g(x)|.
F(10,]) = | lim g(x), lim g(x)
> Limite en 0 & droite de g.
Puisque lin(r)l+ 1—Inx = 400, par composition, en posant X = 1—In z, nous en déduisons
z—

lim g(z) = lim InX = +4oc.
r—0+ X =400
> Limite en e a gauche de g.

Puisque lim 1—Inz = 0", par composition, en posant X = 1 —In z, nous en déduisons
xr—e

li = lim InX = —o0.
o g(a) = Jizg, In X = —oo

Nous en concluons que g est une bijection de ]0,e[ sur R. ‘

3. Soit un réel b quelconque. 11 vient

g(z)=b < In(l—Inz)=">
«— l-Inz=¢"
<« lnz=1-¢

— z=exp(l—¢€").
Nous définissons ainsi sur R la fonction

g libr—s exp (1 feb)




ce qui donne, en changeant b en x,
VreR, g '(z)=-exp(l—e?).

Nous observons que les courbes C, et Cy-1 sont symétriques par rapport a la premiere
bissectrice A du repére orthonormal choisi.

1
o+
1

D’autre part, pour tout réel z €]0,e[, nous obtenons
(97" 0g) (x) = g7 ' (9(x))
= exp (1 = eg(w))
= exp (1 . eln(lflnz))
=exp(l — (1 —1nz))

=exp(lnz) ==

Ainsi :

gog '=1Idgp et g 'og=Idjy

5. La fonction h est définie si et seulement si |z| € Dy, donc 0 < |z| < e, soit x €] —e,e[ \ {0}.
Nous en concluons que

| Dy, =] — e,0[U]0,el. |

Nous observons que —1 € Dy, et 1 € Dy, avec
h(=1) = g(] — 1]) = g(|1]) = h(1) = 0.

Ainsi 0 admet deux antécédents 1 ou —1 par h, ce qui prouve que h n’est pas injective.

Donc h n’est pas une bijection. ‘




Exercice 10 (%K Yi%) |obligatoire| Encadrement de x— In(1+ z) par des polyndmes

Pour tout réel x € [0, + oo[, prouver successivement les deux encadrements

22
z—?gln(l—l—x)éx

r——<In(l+z)<z—

- v
2

J,'Q JJS
2 "3

Encadrement (1).
Pour tout réel z > 0, nous posons

2
flx)=z—In(14+2) et g(z)=In(1l+=x)— (33— %) .
> Variations de la fonction f sur [0, 4+ col.
Cette fonction est, par composition et différence, dérivable sur [0, + oo[. Pour tout z > 0,
nous avons

1

Fla)=1-
T
T 14z

14+ 2z
> 0.

La fonction f est donc croissante sur [0, + oo[. Puisque f(0) = 0, nous en déduisons
x>0 = f(x)> f(0), soit f(x)>0.

ce qui justifie
Vze[0,+o00f, In(l+z)<a.

> Variations de la fonction g sur [0, + oo.

Cette fonction est, par composition et différence, dérivable sur [0, + oo[. Pour tout = > 0,
nous avons

g@) == —(-2)
1- (1-4?)

1+

2
T

= > 0.
14+

La fonction g est donc croissante sur [0, + ool.
Puisque ¢g(0) = 0, nous en déduisons

x>0 = g(z) > h(0), soit g(z) > 0.

ce qui justifie
2

Vz € [0, + oo, x—%gln(ler).

Nous en concluons l’encadrement (1) :

2

Vaz e [0, + oo, x—%gln(l—i—x)g:ﬂ.

Encadrement (2).
Pour tout réel z > 0, nous posons




Cette fonction est, par composition et différence, dérivable sur [0, 4+ oo[. Pour tout = > 0, nous
avons
1
14+
(1-z+a*)(1+z)-1
- 1l < g5

B(z)=1-—2z+2% -

73

= > 0.
1+

La fonction h est donc croissante sur [0, + oo.
Puisque h(0) = 0, nous en déduisons

x>0 = h(z) = h(0), soit h(z) >0,

ce qui justifie
x x

Nous en concluons l'encadrement (2) :

2 2 3

Vo e, +oof, z— - <n(l+a)<z— T+

Exercice 11 (% ¥ryr) Dérivabilité en 0
Etudier la dérivabilité en 0, & droite, de la fonction f définie sur [0, 4+ oo par

In(1 + z)
flz) = z

1 siz=0.

sixz>0

Pour tout réel z > 0, nous avons

fl@)—f(0) 1 (1n(1—|—m) 3 1) _ In(1+ z) —z

x 2

xT xT

En 0 a droite, nous observons une forme indéterminée du type « — ». Pour lever cette indétermi-

nation, nous employons, pour x > 0, 'encadrement (2) de l’exercice précédent.
Comme z2? > 0, il vient successivement :

no

2 3

x—%gln(l—&—m)gx—%—l—%
2 2 3
5 <ln(1+m)—x<—%+%
1 In(l4+z)—= 1 =z
- < - @@ < N —
2 x? 2 + 3
Puisque
I 1 i T 1
im —=+—-=—=
z—0t 2 3 2
par encadrement, nous obtenons
In(l+2z)—=x 1
li =—=
a:iz(r)lJr 2 2
c’est-a-dire 0 .
L @O 1
z—0t X 2

10




1
Nous en concluons que f est dérivable & droite en 0 et f/(0) = ——.

1
Plus précisément le nombre dérivé & droite en 0 est f;(0) = ——.

Nous contrélons graphiquement que la courbe C; admet au point J(0,1) une demi-tangente de

coefficient directeur —3 g

Exercice 12 (%% YY) Limite d’un produit
Nous considérons la suite (u,) définie sur N* par
n
k
k=1
Nous posons, pour tout n € N*, v,, = In (uy,).

1. En utilisant 'encadrement (1) établi lors de I'exercice 10 de ce paragraphe, montrer que la suite
(vy,) converge.

2. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

1. Soit un entier naturel n > 1.
Nous remarquons préalablement que, u,, > 0. Nous avons

Pour tout entier k£ € [1,n], en appliquant ’encadrement (1) obtenu & l’exercice 10, en

particulier pour x = 2 il vient

L LAY (e k) < &
n2 2\n2/ n2/) = n?

En additionnant membres & membres, pour k variant de 1 & n, nous obtenons successivement
n 2 n n
k 1/ k k k
S (5-3(5) ) <m(i+ ) <4
k=1 k=1 k=1
n

1 o« 1 &, 1
=Y kgD K<< 5>k
k=1

Puisque

11



nous en déduisons

1 n(n+1) 1 nn+1)(2n+1) o < 1 n(n+1)

X X V. X
n2 2 ond 6 TS 2 2

ce qui donne, apres simplification

(n+1) (n+1)2n+1) o (n+1)

2n 6n3 =

N

Comme, pour tout entier n > 1, nous avons

on 2 6n3 o 6n ’

(nt1) _lt+g  (+De+1) _ (1+3) 2+5)

il en résulte ) (2 )
g 2D 1 (et D@n+1)

=0.
n—+oo 2N 2 n—-+oo 6n3

Ainsi, par encadrement, nous en concluons que la suite (v,,) converge et

lim v, = —.
n—+too 2

2. Puisque, pour tout n € N*, v,, = In (u, ), nous en déduisons
U, = e'".

Par composition de la fonction exp continue sur R avec la suite v,,, nous en concluons que
la suite (u,) converge et nous avons

. . 1
lim u, = lim eX =e2 =/e.
n—+oo X—)%

D’ou

lim wu, = e.

n——+o0o

Exercice 13 (k%% 7) Une exponentielle généralisée

Nous considérons la fonction f définie sur [0, + oo[ par

LA ol ol

L A |
fle) = {1 siz=0
Justifier que cette fonction est continue & droite en x = 0.
Est-elle dérivable en x =07
Etudier les variations de f sur [0, + ool.
Montrer que f est convexe.

En déduire que, pour tous les réels a et b strictement positifs,

a+b\"" 2
4( 5 ) < (a®+1)

1. Nous savons que

lim zlnz =0
z—0t+

Il en résulte par composition, en posant X = zlnx,

li zlnz _ li X _ 1= 0
g = i F0)

12




autrement dit :

f(@) —— [f(0),

z—0*t
ce qui justifie que la fonction f est continue & droite en 0.

2. Pour z > 0, nous avons

flx) = f(0) _ f(z) -1

T T
e” Inz __ 1
- 7
ex Inx
= X Inx
zlnx
eX —1 1
= nz.
X
Puisque
eX —1
lim =1 et lim Inx = —
X—0 X z—0+
par produit, nous en déduisons,
z)— f(0
L f@ =)
z—0t x

ce qui prouve que la fonction f n’est pas dérivable en 0. ‘

Cependant, nous précisons que la courbe C; admet au point de coordonnées (0,1) une demi-
tangente verticale.
3. La fonction f est dérivable par composition et produit sur |0, + oof.
Pour tout réel z > 0, il vient :
d(zlnx)

/ _ zlnzx
f(x)i dl‘ €

( 1) zlnzx
=|lnz+zx—-)e
T

= (Inz + 1)e*!n®
=(nz+1)f(x).

zlnx

Puisque f(z) =e > 0, nous obtenons

flir)=0 <= Inx+1=0 <= z=¢!

fl(®) <0 <= nx+1<0 < 0<z<e '

flix) >0 <= Inz+1>0 <= z>e !

Nous en concluons que f est
— croissante sur [e™!, + oo[,
— décroissante sur ]0,e~1[.

Pour résumer, nous donnons le tableau de variations de cette fonction .

v 0 ! o0
e
() - 0 +
1 +o0o
f \ e /
o

13




En z = e~ !, la fonction f atteint un minimum qui est égal &

1 1
e

FE) =) =) =et

Controle graphique :

4. La fonction f est dérivable deux fois sur |0, + ool.
Pour tout réel x > 0, nous obtenons

() = ('Y (@)
~(@) + 2+ 1)f'(2)

= (&) + (nz+174(a)

(é + (Inz + 1)2) f(z)>o0.

Nous en concluons que la fonction f est convexe.

5. Soient deux réels a > 0 et b > 0. En utilisant I'inégalité de convexité des « milieux » vue au

chapitre 11, il vient
f<a-2kb> < f(a)-;f(b),

ce qui donne :

a+b
a+b\ 2 a® + b’
2 g 2

soit

b atb
2
2(a; > <a® + b,

Puisque la fonction carré est croissante sur R*, nous en déduisons

b atby\ 2
a+ 2 a 2
4(( 5 > ) < (a +bb)

ce qui prouve l'inégalité proposée :

b a+b
Ya>0,Vb>0, 4(“;) < (a®+b%)°.

14




Exercice 14 (k%% 7r) Dérivée n-iéme
Inz

Soit f la fonction définie sur |0, + oo [ par f(z) = —

1. Calculer la dérivée premiére et seconde de la fonction f.

Nous considérons deux suites (u,) et (v,) définies sur N* par

up =1

v, =—1

VneN* upt1 =v,— (n+1u,
VneN* vy =—(n+1)v,

2. Montrer que, quel que soit le réel x > 0 et quel que soit I’entier naturel n > 1,

Uy + Uy Inx
f @) = =
3. Déterminer v,, en fonction de ’entier n > 1.
4. Etablir que
1

1
Vn e N*, un:(_l)”+1xn!<1+7+...,).
2 n

1. La fonction f est dérivable sur |0, + oo[ par quotient.
Pour tout réel, x > 0, nous avons

%xx—lxlnm_l—lnx

fiz) = =

2 2

La fonction f’ est dérivable sur ]0, + oo[ par quotient et nous obtenons

Lx22 - (1-Inx)2z

(@) = (1) (@) = —=——0f
—-3+2Inx
3 '

2. Soit un réel x > 0. Nous prouvons cette égalité par récurrence.

Initialisation
Sachant que u; = 1 et v; = —1, nous avons

f'(x)

ce qui justifie que I’égalité proposée est vraie au rang n = 1.

_ 1—-Inx _ul—l—vllnx

)

2 2

Hérédité
Nous supposons ’égalité attendue vraie a un rang entier n > 1 fixé.

Montrons que :
(n+1) _ Upyl +Upp1lnz
f " (.’E) - $"+2

obtenons

o x g™t — (up + vp Inz) X (n+ 1)2™

Par définition de la dérivée (n + 1)-iéme et en appliquant 'hypothése de récurrence, nous

FOHD () = <f(n))' (z) =

(@)
2 (v —(n+Duy — (n+ v, Inx)
- x2n+2
@ = (R ek, = (o F o ngs
- xn+2
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En posant u,1+1 = v, — (n 4+ Duy, et v,01 = —(n+ 1)v,, il vient

Upt1 + Upt1Inz

n+1 _
f( )(iﬂ) - .Tn+2

ce qui démontre que ’égalité attendue est héréditaire.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons

Uy, + Uy Inx

Vo >0,VneN', fM(x)=="—2r

. Nous calculons les premiers termes de la suite (v,). De v; = —1, il résulte

vy = —2v; = (=2) x (=1) = (=1)? x 2!

V3 = —3’1}2 = (—1)3 x 3!
Ainsi, nous prouvons par récurrence
VneN, wv,=(-1)"xn!

Initialisation
Cette égalité est vraie au rang n = 1 d’apres le calcul précédent.

Hérédité

Nous supposons ’égalité proposée vraie a un rang entier n > 1 fixé.
Montrons que : v,41 = (=1)""(n + 1)L

En utilisant I’hypotheése de récurrence, il vient :

Upt1 = —(n+1)v,
—(n+1)x(=1)" xn!
= (1) (n + 1),

ce qui prouve I'hérédité de I’égalité proposée.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons

[VneN, v, =(-1)" xnl|

. Nous établissons par récurrence
E3 n+1 1 1
VneN wu,=(-1) X n! 1+§+...f )
n

Initialisation
Nous avons
up =1=(=1)? x 1! x 1.

L’égalité proposée est donc vraie au rang n = 1.

Hérédité
Nous supposons ’égalité proposée vraie a un rang entier n > 1 fixé.
Montrons que :

1 1
unﬂ:(—1)"+2><(n+1)!(1+§+-.-n7+1).
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En utilisant la preuve précédente et I’hypothese de récurrence, nous obtenons
Upt+1 = Uy — (N + Duy,

— (-1)" xnl = (n+1) {(_1)n+1 x ! (1+ % +%)}

n+1 1 1

= (=)™ x n! — (=)™ x n! 1(1 - f)

( )xnxn+1 ()" xnlx(n+1) tgto o
1 1 1
:—1” 1!<7 1 = ce 7)
(=1)" x (n+1) n+1+ t5+ +o

1 1
= (=1)"*2 1!(1 = 7)
(1) X (n+1) +2+ —

Ceci démontre que ’égalité attendue est héréditaire.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons

1 1
V'I’LEN*, un:(—l)n'i_lxnl(l_i_f_l'_f)
2 n

Exercice 15 (k%% %) Fonction puissance d’exposant réel

Soient @ un réel et p, la fonction définie sur ]0, + oo[ par
Vo >0, pa(z)=a2®=e",

1. Justifier que, pour tout réel a et tout réel x > 0,

o 1
a) z =

b) In(z%) =alnz.
2. Etudier, selon le signe de a, les limites de p, en 0 , en +oo.
3. Quel est le sens de variations sur ]0, 4+ oo[ de la fonction p, ?

4. Selon le signe de a, déterminer les limites en +oo des fonctions
Inz

xa
e(lj
b) 2 — —

xa

a) r—

Quelle est la limite en 0 , a droite, de x — z%Inx ?
5. Justifier que si a €]1, 4+ oo [, alors p, est convexe.
6. En déduire, pour tout réel z > 0,

2 —1>a(x—1).

1. Soient a € Ret xz € Ri. Nous avons

— _ 1 1
a) % =e alnz _ e :E‘
b) In(z%) =In (e***) = alna.
2. 1°* cas : a = 0.

Dans ce cas, pg : © — 1, ce qui donne

lim po(z) = lim po(z) = 1.

z—0t T— 400

Nous supposons dans les questions qui suivent que a # 0.

2¢ cas : a > 0.
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En posant X = alnx, par composition, nous obtenons :

1.[[ = 1.[[ e = O

. 1 pa(.’)S) x 1
1. = 1. e = +
1m pa(l‘) 1m 0

3¢ cas:a<0.
Puisque dans ce cas, —a > 0, en utilisant la premiere égalité établie a la question 1, nous en
déduisons

li (x) = li ! I
1m r) = 1l1m = 4+
z—0+t e xz—0t p,a(:v)

. . I
A Pa(2) = lim pa@ 0

3. La fonction p, est dérivable par composition sur l'intervalle |0, + ool.
Nous obtenons

a
) = —e

Nous en concluons que
— sia > 0, alors p),(z) > 0 : la fonction p, est croissante strictement sur 0, + ool.
— sia <0, alors p/,(z) <0 : la fonction p, est décroissante strictement sur |0, + oof.
Nous illustrons ces résultats par deux exemples dans la figure qui suit.
4. a) 1°Tcas:a<0.

. . . 1
lim z% =0, soit lim — = +4o0.
T—+00 z—+o0 @

Puisque lim Inz = +o00, nous obtenons par produit,
T—r+o0

. Inz
lim = 400

z—+oo ¢

2¢ cas : a > 0.

La forme est indéterminée du type « £ ».

+o00o
Pour lever cette indétermination, nous posons X = z®. Ainsi, quand x tend vers +o0,

il en est de méme de X.
Nous avons In X = In (2*) = alnz. Nous en déduisons

Inx 1 In X

52 a X

Par composition, nous en concluons

. Inx 1 . In X
lim =— lim — =0.
rz—+oco 2 a X—+o00 X
b) 1°f cas : a < 0.
Nous avons
lim z* =0, soit lim — = 400

T—+00 r—+oo 2

Puisque lim e* = +00, nous obtenons par produit,
xr——+00

T

lim — = +o0.
r—+oo %
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2¢ cas : a > 0.

ey .y —+00
La forme est indéterminée du type « oo ». Nous avons
00

1n<e—> :x—alnx:x(l—aln—x)
xe x

Inz
Puisque lim —— = 0, par produit nous en déduisons

x——+oco I
lim In (%) = 400

x——+00 €T

ce qui implique

c) 1¢* cas : a < 0.
Nous savons :
lim z% = +o0

z—0t
Puisque lim Inz = —oo, nous obtenons par produit,
z—0t
lim z%lnz = —oco.
z—0t

2° cas :a>0.
La forme est indéterminée du type « 0 X 400 ».

1
Nous posons, pour z > 0, X = —. Il vient
x

x“lnm—(i)aln(l)——ln){
S \X X/  Xe

Par composition, nous en concluons

In X
22 .

lim z°lnz = lim -—
z—0+ X400 X©

5. La fonction p, est dérivable deux fois sur ]0, 4+ oo].
Pour tout réel z > 0, nous avons

al,afl

a(a —1)z22

P ()
Pa(z)

Puisque a > 1, p//(x) > 0, ce qui prouve que la fonction p, est convexe. ‘

6. Soit C, la courbe représentative de la fonction p,. Une équation de la tangente a C, au point
d’abscisse £ = 1 est

y=p,(1)(z — 1) +pa(1), soity=a(z—1)+1.

Puisque p, est convexe, nous savons que la courbe C, est au-dessus de toutes ses tangentes.
En particulier, il en résulte, pour tout réel x > 0,

po(z) Zalz—1)+1

ce qui démontre l'inégalité attendue :

‘Vx>0, x“—l}a(m—l).‘
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Cm»—>ma
3 4
a>1 2+
1 4
—2 -1 1 2
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