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Correspondances, fonctions, applications

Exercice 1 (kkyY)
1. SiT = {(tt) | t € R}, le triplet (R, ,R,I") est-il une application ?
2. SiT={(t*t) |t € Ry}, le triplet (R,R;,I") est-il une application ?

Injections, surjections, bijections

Exercice 2 (%% Yrys) Déterminer siles applications suivantes sont injectives, surjectives ou bijectives :

1. f 10, +o00] — Ry 4 f R? — R?
o T Tty @) (@ +yay)

5. f R? — R
2. f, [1,+00] — Ry . - Js (zy) — z— 1>

T — T+ N 7
—

3. f R2 s R2 6. fs nos 5 si n est pair
B () — (z—y, -2z +2y) —2dl sinon.

Exercice 3 (ki) obligatoire| Soit f € FF. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes (penser a un raisonnement circulaire) :
(i) L’application f est injective.
(it) Tout élément de F' posséde au plus un antécédent par f.
(#i) Pour tout y € F, équation f(x) =y posséde au plus une solution.
(iv) YV (21,22) € E?, (f(z1) = f(22) = 21 = 22).

Exercice 4 (ki) obligatoire| Soit f € FF. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes :
(i) L’application f est surjective.
(i) Tout élément de F' a au moins un antécédent par f.
(ii1) Pour tout y € F, 'équation f(z) =y posseéde au moins une solution.
(iv) Vye F, 3z e E, y= f(x).

Exercice 5 (ki) obligatoire| Soit f € FF. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes :
(i) L’application f est bijective.
(i) Tout élément de F' a un et un seul antécédent par f.
(ii1) Pour tout y € F, 'équation f(x) = y posséde une unique solution.
(iv) Vue F,3lx e E, y= f(x).



Exercice 6 (k%% %) Soit F et F' deux ensembles. Montrer qu’il existe une application injective de
FE dans F si et seulement s’il existe une application surjective de F' dans FE.

Application réciproque

Exercice 7 (%<¥c¥y) Pour chacune des applications f suivantes, donner 1’ensemble d’arrivée J tel
que f soit bijective. Expliciter ensuite sa réciproque.

) r — 1+e° 3. f 1
Tr
R S 14 2?2
—
2. f N T 4. f Ry —
T _5_1 x — z(l+z)

Exercice 8 (%% %7Yc) Soit F un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On considére 1'appli-
cation
P(E) — P(A) xP(B)
/ X — (XNAXnNB)
1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = 2.

3. Dans le cas ou f est bijective, déterminer son application réciproque.

Composition des applications

Exercice 9 (k¥r¥ri) Soit u: E — Fetv: F — E. A quelle condition sur E et F a-t-on
uov=vou?

Exercice 10 (% ¥s¥eix) Soit F = F = N. Soient f et g deux applications de N dans N, telles que :
VneN, f(n)=2n et VneN, g2n)=netg2n+1)=0.

1. f et g sont-elles injectives 7 surjectives ?
2. Calculer go f puis fog.
3. Conclure.

Fonction indicatrice (ou caractéristique)

Exercice 11 (%% ¥r¥c) Soit F un ensemble, A et B des sous-ensembles de E.
1. Rappeler les fonctions caractéristiques de A, AN B, AU B en fonction de 14 et 15.
2. Retrouver, a l'aide des fonctions indicatrices, que ANB=AUB < A=B.

Exercice 12 (% ¥cix) Soit Ay, A et Az trois parties de E. On pose A = A; U Ay U As.
1. Montrer que 1 —14 =(1—14,)(1 —14,)(1 —14,).
2. En déduire :
Card A = Card A; + Card Ay + Card A3 — Card Ay N A3 — Card A1 N A3 — Card A; N A,
+ Card A1 N AQ N A3.




Images directes et réciproques d’ensembles

Exercice 13 (¥y<ycvy) Soit f la fonction de R vers R définie par f(z) := cosz pour tout x dans R.
Déterminer les ensembles suivants :

1. f(R) (V3 8. f(f71({o})

2. f<077T]) D 5/ ({ 2 }) 9. f! (f<[0 7TD>
3. F([-Z.2 6. /([0,1]) ' 2
4. f71 {02})2 7. fH(F{0}) 10. f(f7([0,1])).

Exercice 14 (k& <¥s) |obligatoire| Soit f: E — F une application et soient A et B deux parties
de FE, C et D deux parties de F.
Montrer que :

1. f(AUB) = f(A) U f(B).

2. f(ANB) C f(A)n f(B).

3. f~{(CnND)= 1( )N f-Y(D).
4. f~Y(CUD) = f1(C)U f~Y(D).
5. f(f7H0)) CC.

6. f~1(f(A)) D A.

Exercice 15 (k%) Soit E et F deux ensembles, et f une application de E vers F.
1. Montrer quon aVAC E, AC f~1(f(A)).
2. Montrer que f est injective si et seulement si pour tout A C E, A= f~'(f(A)).
3. Montrer quon aVB C F, f(f~'(B)) C B.
4. Montrer que f est surjective si et seulement si pour tout B C F, B = f(f~1(B)).

Exercice 16 (%% %3%) Soit F et F deux ensembles, et f une application de F vers F. On considere
les applications :
¢>’ P(E) — P(F)
A — f(4)
et
” P(F) — P(E)
B — [7YB)
1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
a) f est injective
b) ¢ est injective
c) v est surjective

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
a) f est surjective
b) ¢ est surjective
c) v est injective

Familles indexées

Exercice 17 (k%% %) Pour tout h € R, on pose J; = |—h,h[. Montrer que :

() Jn={0} et U Jn=R

heR? kEeRY




