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Avant-propos

Vous avez sous vos yeux le cours de spécialité et option experte de Mathématiques
pour la classe de Terminale au Lycée Saint Augustin. Ce cours est encore en cours de
rédaction et peut comporter des imperfections. Aussi, il ne se substitue en aucun cas a
une écoute et une participation actives durant les heures de cours.

Pour rappel, la classe de Terminale a pour but non seulement de préparer ’examen
du Baccalauréat, mais aussi de s’armer pour aborder sereinement les études supérieures
et réussir dans la voie qui aura été choisie. A cet effet, le contenu de ce cours se veut au
dessus du cadre du programme officiel, pour donner aux éleves la possibilité d’acquérir
des connaissances et savoirs-faire qui leurs seront utiles afin de permettre une transition
plus douce entre les exigences de ’enseignement des Mathématiques dans le supérieur et
celles du lycée.

En tant que matiere la plus ccefficientée et avec le plus gros taux horaire, il est attendu
qu’elle soit celle qui mobilise la plus grande part de votre temps de travail personnel. A
titre d’exemple !, votre temps de travail hebdomadaire peut étre organisé comme suit :

e 30 min de relecture du cours apres chaque séance, pour identifier les points qui vous
paraissent obscurs ou mal compris et consolider les connaissances acquises durant
I’écoute active en cours, refaire les démonstrations... ;

e 4 h maximum pour préparer le TD (Travaux Dirigés) : chaque semaine, un TD
vous sera distribué, avec des exercices de difficulté variable, indiquée par un nombre
d’étoiles (entre 1 et 4). Il vous sera demandé de totaliser un certain nombre d’étoiles
(*) de difficulté avant la séance de TD de la semaine ou nous corrigerons les exer-
cices incontournables ou qui vous ont posé probleme ;

e 6 h maximum réparties sur deux semaines pour les DM (Devoir Maison) qui seront
bimensuels ;

e Lorsque vous avez une colle dans la semaine, le temps de préparation maximum
est de 2 h. Un programme de colle vous est distribué, qui vous récapitulera les
démonstrations et savoirs-faire exigibles ;

e Lorsque vous avez un DS (Devoir Surveillé), il est bon de reprendre vos exercices
de TD pour vous assurer qu’aucun ne pose probleme et les refaire le cas échéant. Il
vous faut aussi retravailler le cours (en particulier les définitions et propriétés). Ce
travail nécessite environ 3 h, selon le sérieux que vous avez mis dans votre travail
régulier.

Par conséquent, une dizaine d’heures de travail personnel par semaine sera en moyenne
nécessaire pour suivre les exigences de ce cours. Il est tres conseillé de répartir son temps
de travail sur toute la semaine et de travailler les Mathématiques un peu chaque jour, en
s'imposant au minimum la relecture du cours et un exercice de TD les soirs déja chargés
de travail dans les autres matieres.

La particularité de 'apprentissage des Mathématiques réside dans le fait qu’il s’agit
d’une discipline a « longue détente », i.e. le résultat d’un travail régulier apparait concre-
tement apres plusieurs semaines, mais une fois ce résultat atteint, poursuivre le travail
continuellement permet de garder ces bons résultats. Autant dire qu’il faut de la persévé-
rance en Mathématiques, mais il est évident qu’il ne vous en manque pas.

1. Qu’on ne peut que chaudement recommander de suivre.
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En terme d’évaluation du travail :

— les Compositions Trimestrielles (coef. 5) seront des sujets type bac, qui prépareront
uniquement a cet examen ;

— les Devoirs Surveillés (ccef. 4) seront d’un niveau plus relevé, sur des notions dépas-
sant le cadre du programme, avec des exercices demandant plus d’intuition ;

— les Devoirs Maison (ccef. 2) seront dans le méme style que les DS, avec des exercices
de recherche encore plus poussés;

— les colles (coef. 2) permettront d’évaluer a l'oral la compréhension du cours par la
démonstration de résultats parmi ceux précisés dans le programme de colle, suivie
de la résolution d'un exercice.

Les TD ne seront pas notés individuellement, mais la participation et le travail régulier
sera l'objet d’une note globale trimestrielle de méme coefficient qu'un DM.

‘ Composition DS DM Colle TD Relecture cours
Coefficient 5 4 2 2
Temps de travail 5h 3h 6h 2h 4h 30 min

FIGURE 1 — Ceeflicients des évaluations et temps de travail personnel

Dans ce cours, pour distinguer les différents résultats que nous allons démontrer, nous
leur donnons les noms de :

— proposition pour la plupart des résultats,
— théoreme pour les résultats les plus fondamentaux,
— corollaire pour les conséquences immédiates de résultats précédents,

— lemme pour certains résultats préliminaires, utiles pour la suite, mais dont I'intérét
intrinseque est limité.

Les définitions seront étayées par des exemples. Des remarques viendront ajouter
des points de vigilance ou de méthode, ainsi que des liens inter-disciplinaires. Des points
méthode sont régulierement faits.

En pratique, ce cours débute par une partie intitulée « Fondements mathématiques »,
qui vous permet d’acquérir des bases importantes pour la suite. Il ne faudra donc pas
tarder a atteindre son rythme de croisiere deés la rentrée, pour que ces « Fondements »
soient bien maitrisés.

Dans la plupart des lycées, les éleves n’ont en général pas construit les objets ma-
thématiques qu’ils ont utilisés : ils se sont contentés d’en admettre les propriétés. Or
construire un objet, comme le fait un artisan, c’est se I’approprier, connaitre parfaitement
ses propriétés et les limites de celles-ci.

Aussi, le choix a été fait de rédiger la grande majorité des démonstrations, et celles
qui ne sont pas présentes dans ce cours sont en exercice dans les TD ; ainsi, a la fin de
I’année, vous n’aurez admis aucun résultat de ce cours.

J'espere que ce cours vous aidera a aborder sereinement votre Baccalauréat, votre
arrivée dans le supérieur et, partant, a y trouver la meilleure raison de faire des mathé-
matiques : LE PLAISIR.
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6 CHAPITRE 1. NOTIONS DE LOGIQUE, ENSEMBLES

1.1 Notions de logique
Définition 1.1 — Assertion

Une assertion ou une proposition mathématique est un énoncé qui peut prendre
deux valeurs logiques

— vrai (V)
— faux (F)

sans ambiguité aucune dans le cadre d’une théorie fondée sur un ensemble
d’aziomes.

Exemple 1.1

— /2 < 3 est une assertion vraie.

— 7 = 3,14 est une assertion fausse ®.

a. 3,14 est un nombre décimal qui n’est que le début du développement décimal illimité non
périodique du réel transcendant 7, i.e. qui n’est solution d’aucune équation a coefficients entiers.

En Mathématiques, on se propose d’obtenir de nouvelles assertions a partir des axiomes
de la théorie a 'aide de démonstrations en utilisant des regles de logique. On peut associer
a Dassertion A sa négation notée non A ou A, ou encore —A, dont on définit la valeur
logique en fonction de la valeur logique de A a 'aide d’une table de vérité :

Al -A
V| F
FlV

A deux assertions quelconques A et B peuvent étre associées deux autres assertions :
— la conjonction de A et B notée « A et B » ou encore AN\ B
— la disjonction de A et B, notée « A ou B » ou encore AV B

définies via leur tables de vérité :

A|B|AANB | AVBEB
VIV \Y% \Y%
V| F F \Y
F|V F \Y
F|F F F
L’assertion (—A) V B, notée A = B, est appelée 'implication de B par A. Elle se

lit « A implique B ».

A|B|(~A)VB|A = B
ARy % v
V| F F F
F |V \% v
F|F \% \%

L’implication permet d’obtenir & partir d'une assertion vraie une autre assertion vraie :
si 'on sait que A est vraie et si 'on montre que 'implication A = B est vraie, alors
I’assertion B est vraie.
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Remarque

L’assertion (3 est pair = 3 est multiple de 2) est vraie bien que 'assertion (3 est
pair) soit fausse, tout comme 'assertion (3 est multiple de 2).

L’assertion (A = B)
(logique) de A et de B.

(B = A) est notée A <= B et est appelée équivalence

A=— B|B = A|A < B

A
B
\Y
F
\Y
F

| <

< <<
<m<<
<™ <

Remarque

Deux propositions A et B sont équivalentes si elles ont les mémes tables de vérités.

Les assertions A = B et B = A sont appelées implications réciproques.

Au vu des tables de vérité, on peut écrire :
(A = B) < (=B = —-A).

On dit que la proposition =B = —A est la contraposée de la proposition A — B.

Proposition 1.1 — Propriétés des connecteurs logiques

Soit A, B, C et D des assertions.

o Associativité de « A » et « V » :
AN(BAC) < (AANB)AC

AV(BVC) < (AVvB)VvC.

o Transitivité de « = » :
(A= B)A(B = () = (A = ()
e Distributivité de « A » sur « V » :
(AAB)V(ANC)) < (AAN(BVO))

e Distributivité de « V » sur « A » :

(AV(BAC)) <= ((AVB)A(AVO))

\.

Proposition 1.2 — Lois de De Morgan

Soit A et B deux assertions. On a :

~(AAB) < (~A)V (-B)

~(AV B) < (=A)A(-B)
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Démonstration

Ces propriétés se démontrent a l'aide des tables de vérité, leur démonstration est
laissée en exercice (TD1 Exercices 3 et 4).

Etant donné un ensemble E appelé référentiel, on appelle forme propositionnelle &
a une variable ou prédicat & une variable! défini sur F, toute expression contenant une
variable x et qui devient une proposition Z(z) pour toute valeur donnée a x dans E.
Au prédicat & a une variable, on peut associer deux nouvelles assertions :
— la premiére qui s’écrit : Vo € E, & (x) a l'aide du quantificateur universel ¥V et qui
s’énonce « 'assertion & (x) est vraie pour tout x du référentiel E » ;
— la seconde qui s’écrit : 3z € E, P (x) a l'aide du quantificateur existentiel 3 et qui
s’énonce « il existe au moins un élément de E tel que 'assertion &?(x) soit vraie ».

L’assertion 3!x € E, #(x), qui s’énonce « il existe un unique élément = de E tel
que l'assertion &(x) soit vraie », peut étre définie uniquement par les quantificateurs
existentiel et universel et la relation d’égalité par :

JeeE, (P@)ANVyek, (Py) = y=u1)).

1.2 Ensembles

La notion d’ensemble est une notion premiere. Elle correspond a une « collection »
d’objets appelés éléments.
On note x € E si 'objet x est un élément de I’ensemble E.

Soient F et F' deux ensembles. On dit que F' est une partie de E ou que F' est un
sous-ensemble de E si tout élément de F' appartient a £. On note alors F' C E et on lit
« F est inclus dans E ». On a formellement :

FCFE < (VxeF,z€kF).

Par ailleurs, on peut remarquer que

reFE < {z} CE.

1. Une situation classique ot I'on rencontre un prédicat sur le référentiel N est le raisonnement par
récurrence (que nous verrons au chapitre 6) : chaque proposition #(n) est 'image de I’entier naturel n
par le prédicat &2. Pour prouver que la proposition est vraie pour tout entier naturel n, on établit que

— la proposition &(0) est vraie;

— le prédicat est héréditaire : Vk € N, (Z(k) = P(k+1)).



1.2. ENSEMBLES 9

L’ensemble des parties de E est noté P(FE) et vérifie :
FeP(E) < FCE.

L’ensemble vide noté & ou encore {} ne contient aucun élément.

Deux ensembles F et F' sont égaux, ce que 'on note £ = F, si et seulement si
(ECF)N(FCE).

Soient A et B deux ensembles. On définit alors :
o l'union AUB={z|(zxe€ A)V (z € B)}

e lintersection AN B ={z|(x € A) A (z € B)}

e la différence A\ B={x|(x € A)A(z ¢ B)}.

Deux parties A et B dont dites disjointes si leur intersection est I’ensemble vide
(AN B = ©) et distinctes si A # B.
Le complémentaire d’une partie A de E, noté Cz A (ou A quand il n’y pas d’ambigiiité),
est défini par :
CcA=E\A={rcE|x¢ A}
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2.1 Raisonnement par déduction

C’est le raisonnement le plus habituellement utilisé (en mathématiques, mais pas seule-
ment). Il s’agit de prouver une implication A = B en « passant » de la proposition A
a la proposition B par des enchainements logiques.

Une autre fagon de voir consiste a supposer que A est vraie, et a montrer qu’alors B
I'est également.

Exemple 2.1
Montrons que 22 =z — 3 = a* = —5z +6.
=1-3 = (2*)? = (x — 3)*
— 2t =2 —62r+9
= 2'=2-3-62+9
= 2’ = 51 +6.
On a bien démontré par déduction que 2> = v —3 = z* = —5z + 6. Remarquer

au passage qu’on ignore si un tel z existe; I'implication n’en reste pas moins vraie. En
d’autres termes, I'implication A = B peut étre vraie sans que A ne soit vraie...

2.2 Raisonnement par équivalence

Pour démontrer une équivalence du type A <= B, on peut :
e « enchainer » les équivalences en partant de A et en arrivant a B (ou le contraire) ;

e faire un raisonnement par « double implication » (ou par condition nécessaire et
suffisante) en prouvant séparément que A = B puis que B — A.

Cette seconde possibilité doit étre envisagée des que la premiere n’est pas applicable.

Exemple 2.2
Soit (E) I'équation différentielle v/ = 2y — 2x + 1 et (E') I'équation différentielle
y = 2y.
Montrons que
f est une solution de (E) <= ¢ = f — x est solution de (E’).

On peut ici « enchainer » les équivalences (dans un sens ou dans l'autre) :

f solution de (F) <= f'=2f —2z+1
— ¢J+1=2(g+z)—22+1
— ¢ +1=29+2x—-22+1
— ¢ =2g
<= ¢ est solution de (E').
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Exemple 2.3

Soit n € N et soit a,, =2n+1et b, = 3n+ 5.
Montrons que

(T|lan) A (7|by) < Tk eN:n=3+Tk.

Ici, un raisonnement semblable a ’exemple précédent serait pour le moins délicat ;
mieux vaut procéder par double implication

Supposons que 7 divise a,, et 7 divise b, : il existe des entiers u et v tels que
a, = Tu et b, = Tv, c’est-a-dire 2n + 1 = Tu et 3n + 5 = Tv. En soustrayant
ces égalités entre elles, il vient n +4 = 7(v — u), soit n = —4 + 7(v — u), ce
qu’on peut écrire n =3+ 7(v —u — 1). En posant k = v —u — 1, on a bien k
entier et n = 3 + Tk.

Réciproquement, supposons qu’il existe un entier k tel que n = 3 + 7k.
Alors a, = 2n+1 = 23+ 7k) + 1 = 7(2k + 1) est un multiple de 7, et
b, =3n+5=3(3+T7k) +5="T(3k + 2) est également un multiple de 7.

On a prouvé I'implication dans les deux sens, les deux propositions sont bien équi-
valentes.

2.3 Raisonnement par analyse-synthese

Il s’agit un peu d’un raisonnement par équivalence, mais appliqué a la recherche de
solution d'un probleme donné : on suppose que celui-ci possede une solution, on cherche,
par déduction, des conséquences a cette hypothese (on cherche des propriétés d’une telle
solution), jusqu’a réduire suffisamment le champ des possibles : c’est I’analyse.

Puis on effectue une réciproque, c’est la synthése : parmi toutes les solutions possibles
trouvées, quelles sont celles qui conviennent réellement ?

Exemple 2.4

Déterminons tous les polynémes P tels que :
P?=XP.

Remarquons d’ores et déja que le polynéme nul convient ; cherchons alors les poly-
nomes non nuls.

e Analyse : supposons qu’'un tel polyndme existe, et notons n son degré. P? est
un polynome de degré 2n, et X P est un polynéme de degré n + 1; on doit
donc avoir 2n = n + 1 (deux polynémes, pour étre égaux, doivent avoir le
méme degré), donc n =1 : P est un polynéme du premier degré.

e Synthese : les solutions du probleme sont donc a rechercher parmi les poly-
nomes du premier degré; on cherche alors a savoir si tous les polynémes du
premier degré conviennent ou non. Soit P un tel polynéome : P = aX + b
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(a#0). On a :

P?=XP < (aX +b)’=X(aX +0b)

— ’X?+2abX + b = aX?®+bX
2

a® = a
= 2ab = b
> = 0

a = 1

= 0 =20

b = 0

Par conséquent, seul le polynéme P = X convient (en plus du polynéme nul).

2.4 Raisonnement par contraposée

Le raisonnement par contraposée est fondé sur le fait qu’une proposition (A = B)
et sa contraposée (B == —A) sont équivalentes (cf. chapitre 1).

Exemple 2.5

Soit n € N. Prouvons que : n? est pair = n est pair.

On va démontrer la contraposée : n n’est pas pair = n? n’est pas pair.

Ici, la situation est assez simple, puisque la proposition (« n n’est pas pair ») est
équivalente a la proposition (« n est impair »).

Pour n impair, il existe un entier p tel que n = 2p + 1. On obtient alors :

n?=(2p+ 1) =4p* +4p+1=2(2p* +2p) + 1.

Ainsi, n? est un entier impair et n’est donc pas pair.
On a donc prouvé que

n n'est pas pair = n? n’est pas pair,
ce qui revient au méme que

n? est pair = n est pair.

2.5 Raisonnement par I’absurde

On consideére deux propositions A et B et 'on souhaite démontrer que A implique B.

Le raisonnement par l'absurde! consiste a supposer que A est vraie et que B est fausse.
En raisonnant par déduction, on aboutit a une contradiction. On en déduit alors que B
est nécessairement vraie.

Le raisonnement par I’absurde est tres souvent utilisé pour prouver une propriété
négative : un certain objet ne posséde pas une certaine propriété.

1. lat. reductio ad absurdem.
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Exemple 2.6

Montrons que v/2 est irrationnel.
Il s’agit de prouver que /2 n’est pas rationnel ; supposons donc le contraire, ¢’est-

a-dire que v/2 est rationnel : il existe deux entiers p et ¢ tels que /2 = P ol g n’est

pas nul. On peut bien slir supposer en plus que cette fraction est irréductible.
2

On a alors 2p—2, donc p? = 2¢%. p? est donc un entier pair; p est donc pair égale-
q

ment @ : p = 2p’ avec p’ entier.

On obtient alors (2p')? = 2¢%, donc 2p"? = ¢* : ¢* est donc un entier pair également,

et donc ¢ aussi.

Mais alors £ est une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont pairs, elle

q
est donc simplifiable par 2 : absurde!
Par suite, ce qu’on a supposé est faux : v/2 n’est pas rationnel, donc est irrationnel.

a. Voir paragraphe précédent.

2.6 Raisonnement par disjonction des cas

Le raisonnement par disjonction de cas consiste a démontrer une propriété générale
en la démontrant dans plusieurs cas particuliers, choisis de fagon a ce que la réunion de
tous ces cas particuliers donne bien le cas général.

Exemple 2.7

Démontrons que, pour tout entier n, n?+n est un entier pair. Envisageons deux cas,
suivant que n est pair ou impair (il ne serait pas possible, par exemple, d’envisager
deux cas, suivant que n est pair ou plus grand que 10).

e premier cas : Si n est pair, il existe un entier k£ tel que n = 2k. On obtient
alors n? +n = (2k)? + 2k = 2(2k® + k), et donc n? + n est bien un nombre
pair.

e second cas : Sin est impair, il existe un entier k tel que n = 2k+1. On obtient
alors n? +n= 2k +1)2+ 2k + 1 = 4k> + 4k + 1+ 2k + 1 = 2(2k* + 3k + 1),
et donc n? + n est bien un nombre pair.

Dans tous les cas (tout entier est pair ou impair), n* + n est un nombre pair.

2.7 Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est utilisé pour établir qu’'une suite de propositions
(P(n)) est vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a un certain entier naturel ny.

Il est particulierement efficace pour s’attaquer a des propositions fermées faisant in-
tervenir un entier n (des questions commencant par « montrer que, pour tout entier n,
etc. »). Ce type de raisonnement est fondé sur un des axiomes de Peano servant a définir
de maniere axiomatique l’ensemble N des entiers naturels, et s’effectue toujours en deux
étapes.

Nous étudierons ce raisonnement dans le chapitre 6.
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3.1 Correspondances, fonctions, applications

3.1.1 Produit cartésien

Définition 3.1 — Produit cartésien

Si E' et F sont deux ensembles, il existe un ensemble constitué de tous les couples
(z,y) tels que x € E et y € F. Cet ensemble est appelé produit cartésien de E par
F et on le note F x F.

Si E et F' sont des ensembles finis, on a :
Card(E x F) = Card(F) x Card(F),

ou Card(E) est le cardinal (nombre d’éléments) de E.
La notion de produit cartésien peut étre étendue au produit d’'un nombre fini d’en-
sembles :

[IEi=Ei x - -xE,={(x1,...,20) | 11 € E,... @, € E,}.
i=1

3.1.2 Correspondances

Définition 3.2 — Graphe, correspondance

Soient E et F' deux ensembles non vides.
— On appelle graphe de E vers F toute partie de E x F.

— On appelle correspondance de E vers F' la donnée d’un triplet (I',E F) ou I'
est un graphe de F vers F.

— F est appelé I'ensemble de départ et F' I'ensemble d’arrivée de la correspon-
dance.

Soit v = (I',E,F') une correspondance de F vers F. On appelle ensemble de définition
de v 'ensemble
{z|(xeE)A(FyeF, (zy) e}
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3.1.3 Fonctions, applications

Définition 3.3 — Application, fonction

Soient E et F' deux ensembles non vides.

— On appelle graphe fonctionnel de E vers F' tout graphe I' de F vers F' tel
que, pour tout x de E, 'ensemble {y | (y € F) A ((z,y) € I')} a au plus un
élément.

— On appelle application de E dans F' toute correspondance de E vers F' dont
le graphe est un graphe fonctionnel et dont E est ’ensemble de définition. On

note alors
FE — F

r — f(z)

f

— Si 'ensemble de définition est une partie de E, on a la notion de fonction de
E vers F.

Proposition 3.1

Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit u = (I, E,F') une application, avec I’
le graphe de u. On a alors

Vee E,JlyeF, (z,y) €Tl.

Démonstration

u = (I',E,F) étant une application, £ est son ensemble de définition. On a ainsi :
E={z|(ze€E)AE@yeF (zy) el)}={z|IyeF (zy) el'}

Pour tout z € E, 'ensemble {y | (y € F') A ((z,y) € I')} compte donc au moins un
élément.

Par ailleurs, I' est un graphe fonctionnnel.  Ainsi, I’ensemble
{y|(y € F)A((z,y) €T)} compte au plus un élément. Par conséquent, il en
compte un exactement, pour chaque x € F, ce qui montre la proposition.

Avec les notations précédentes, I'application u se note également £ —+ Fouwu: E — F.

Définition 3.4 — Ensemble image d’une application

Si f est une application de E vers F, le sous-ensemble f(E) = {f(x) | x € E} de
F est appelé image de f et est noté Im(f).

Comme conséquence de la définition 3.3, on déduit que 1’égalité de deux applications
u et v signifie :

(7) légalité des ensembles de départ de u et de v,
(77) 1'égalité des ensembles d’arrivée de u et de v,

(737) Iégalité u(z) = v(x) pour tout x de 'ensemble de départ commun.
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Notation L’ensemble des applications, ou des fonctions, d’'un ensemble FE dans un
ensemble F se note F(E,F) ou encore F¥. Cette derniére notation est justifiée par le fait
que, pour E et F finis, on a Card(F¥) = (Card(F))“ad(®),

3.1.4 Restrictions et prolongements

Définition 3.5 — Restriction, prolongement

e Soit f une application de E dans F' et soit A une partie non vide de E.
On appelle restriction de f a A, ce que 'on note f|4, Papplication

A — F
r — f(z)

fla

e Soient f: F — G et g: F — G deux applications.
On dit que g est un prolongement de f si
— ECF
— fet g coincident sur £ : Vz € E, f(z) = g(z).

3.2 Applications injectives, surjectives et bijectives

Définition 3.6 — Application injective

Une application f: E — I est injective (ou est une injection) si

V([L’l,l’g) € Ez, X1 7é Lo — f([El) 7é f(l‘g)

Proposition 3.2 — Caractérisation des injections

Soit f € F¥. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) L’application f est injective.
(i)
(7i1) Pour tout y € F, 'équation f(x) =y posséde au plus une solution.
() V(z1,22) € E?, (f(z1) = f(22) = 21 = x2).

Tout élément de F' possede au plus un antécédent par f.
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Démonstration

A démontrer en exercice.

Exemple 3.1

L’application
R\ {1} — R
T a

r—1
est injective.
En effet, pour tous x1 # 1 et x9 # 1 :

T X2

f(z1) = f(22) =

Tr, — 1 - To — 1 ’
En multipliant par le méme nombre non nul (x; — 1)(xe — 1), on obtient

f(@1) = f(x2) = x1(22 — 1) = 22(21 — 1)
= I1T9 — X1 = T2X1 — T2

Méthode 3.1
e En général, c’est la propriété (iv) de la proposition 3.2 qu’on utilise pour
prouver l'injectivité.

e Si X est une partie de R, pour f : X — R, fonction réelle d’une variable
réelle, I'injectivité se justifie souvent en prouvant que f est strictement mo-
notone.

e Pour prouver que f n’est pas injective, il suffit d’exhiber 1 € E et x5 € E
tels que z1 # x5 et f(x1) = f(22).

Définition 3.7 — Application surjective

Une application f: F — F est surjective (ou est une surjection) si

Vye F,3z € E, y= f(x).
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Proposition 3.3 — Caractérisation des surjections

Soit f € FE. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(7) L’application f est surjective.

)
(#9) Tout élément de F' a au moins un antécédent par f.
(7i1) Pour tout y € F, "équation f(x) = y posséde au moins une solution.
)

(i) Vye F,dz € E, y= f(x).

Démonstration

A démontrer en exercice.

Exemple 3.2

L’application
R — Ry
r — a?

est surjective.

Méthode 3.2

Pour prouver que f n’est pas surjective, on utilise la négation des propriétés de la
proposition 3.3 : il suffit donc d’exhiber un y € F' qui n’a pas d’antécédent.

Définition 3.8 — Application bijective

Une application f : E — F est bijective si elle est a la fois injective et surjective.
E F
Exemple 3.3

L’application

272

[—5 5] s 1]
f' r — sin(z)

est bijective.
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Proposition 3.4 — Caractérisation des bijections

Soit f € FE. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(7) L’application f est bijective.

(#4) Tout élément de F' a un et un seul antécédent par f.

(7i1) Pour tout y € F, 'équation f(z) = y posséde une unique solution.
)

(w) YVye F,3lx e B, y= f(x).

Démonstration

A démontrer en exercice.

Méthode 3.3

Pour prouver qu’une application est bijective, le plus élémentaire est de prouver
qu’elle est injective et qu’elle est surjective.

3.3 Composition des applications

Définition 3.9 — Composition d’applications

Soient f: F — F et g: F' — G deux applications.
L’application h : E — G définie par :

Ve e E, h(z)=g[f(z)]

est appelée composée de f par g et notée g o f.

Exemple 3.4

On considere les applications

R — R ot R, — R
r — 22+1 ga:»—>\/§'

f

Puisque, pour tout z réel, on a 22 + 1 € R4, la composée g o f est parfaitement
définie et, pour tout réel x, on a :

go f(z) =va?+ 1.

Exemple 3.5

Si tz désigne la translation du plan (affine) de vecteur «, on a :
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Proposition 3.5 — Associativité de la composition d’applications

La composition des applications est associative : si f € F(G,H), g € F(F,G) et
h € F(E,F), alors
(feg)oh=fo(goh).

Démonstration

Les deux applications
(fog)oh:EX S FL% H ot fo(goh):EL G- H

ont méme ensemble de départ E, méme ensemble d’arrivée H, et pour = € E, on
a:

(fog)oh(z) = (fog)(h(x)) = f(9(h(x))) = f((g0h)(x)) = fol(goh)(x)

Par suite, ces applications sont égales.

Remarque

Sif:E— FEetg: E— E, en général, go f # f o g (la composition n’est pas
commutative en général).

Exemple 3.6

Si I et J sont deux points distincts du plan P et si 'on désigne par sy (resp. s;) la
symétrie centrale de centre I (resp. J), alors s; o s; # s; o s; puisque la composée

sy o sy est la translation de vecteur 21.J.

Proposition 3.6 — Composée d’applications injectives/surjectives/bijec-

tives
Soient f € F'¥ et g € GF.
1. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
2. Si f et g sont surjective, alors g o f est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

Démonstration

1. Supposons f et g injectives. Soit z,2’ € E tels que g(f(x)) = g(f(x’)). Grace
a l'injectivité de g, on a f(x) = f(z'). L’injectivité de f donne alors z = 2/,
ce qui prouve l'injectivité de g o f.

2. Supposons [ et g surjectives. Soit z un élément de G. Grace a la surjectivité
de g, on sait qu'il existe y € F tel que z = g(y). Comme f est surjective, on
peut aussi considérer un z € F tel que y = f(x).

On a alors z = g(f(x)) = (g o f)(x), ce qui prouve la surjectivité de g o f.

3. Conséquence immédiate de ce qui précede.
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Proposition 3.7

Soient f: F — F et g: F — G des applications.
1. Si go f est injective, alors f est injective.

2. Si go f est surjective, alors g est surjective.

Démonstration

1. Supposons g o f injective. Soit z,2’ € E tels que f(x) = f(2’). En appliquant
g & cette égalité, on obtient g(f(z)) = g(f(2')), cest-a-dire (g o f)(z) =
(go f)(2). L’injectivité de go f donne alors x = 2/, ce qui prouve l'injectivité
de f.

2. Supposons g o f surjective. Soit z un élément de G. Grace a la surjectivité de
go f, on sait qu'il existe z € E tel que z = (g o f)(z). En posant y = f(z),
on obtient z = g(y), ce qui prouve la surjectivité de g.

3.4 Application réciproque

Définition 3.10 — Application réciproque

Soit f une bijection de E dans F. Alors, pour tout y € F, il existe un unique
élément x € E tel que y = f(z). On définit ainsi une application f~!: F — E qui
est aussi bijective, et qu’on appelle application réciproque de f.

Exemple 3.7

La fonction

est bijective et sa fonction réciproque est 'application

R, — R,

f_ltrﬁ\/f'
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Méthode 3.4 — Pour montrer que f est bijective et donner f~!

Soit f : E — F. Si, pour tout y € F, on peut montrer que 'équation f(x) =y
possede une unique solution sur E et en donner I’expression en fonction de y, alors
cette expression nous donne I’application réciproque 1.

Exemple 3.8

Soit I’application

[27+OO[ — R-i—
U
T —> T+ 2

Pour tout y € R, I'’équation /x + 2 = y posséde une unique solution, z = y? — 2.
Par suite, I'application u est bijective, et

-1

u R+ — [2, + OO[

Yy — y2—2

Définition 3.11 — Application identité

Soit E/ un ensemble. On appelle application identité, et on note Idg, 'application
définie par :
FE — FE

IdE r —— X

Le graphe de I'application identité de E est appelé la diagonale du produit cartésien
E xE.

Proposition 3.8

Si f est une application bijective de E dans F', alors on a :

f_lof:IdE et fof_lzldp.

Démonstration

A démontrer en exercice. Il s’agit essentiellement de vérifier (deux fois) 1’égalité de
deux applications, comme vu a la fin de la section 3.1.3.

Proposition 3.9

Si f € FF et g € EY vérifient fog = Idp et go f = Idg, alors elles sont toutes
deux bijectives et réciproques I'une de 'autre.

Démonstration
e Supposons qu’il existe une application g € F(F,FE) telle que g o f = Idg, et
montrons que f est injective.

Soit donc z et 2’ deux éléments de E tels que f(z) = f(2'). Alors, on a

g(f(x)) = g(f(a:/)), et donc (go f)(z) = (go f)(2’). Comme go f = Idg, on
en déduit x = 2/, ce qui prouve 'injectivité de f.
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e L’existence d'une application g € F(F,E) telle que f o g = Idp entraine que
f est surjective.

En effet, pour tout y € F, si 'on pose z = ¢(y), alors on a f(x) = y car
fog=1Idp, ce qui prouve que f est surjective.

Par suite, 'application f est bijective. On peut alors écrire :

g=Idgog=flofog=floldp=fL

Par symétrie, on en déduit que g est bijective, et que ¢! = f.

Remarque

On peut tres bien avoir I'une des égalités f o g = Idr ou g o f = Idg sans que les
applications f et g soient bijectives (cf. TD1 exercice 11).

Corollaire 3.10

1. Si u € F¥ est bijective, alors u™! est bijective et (u™!)~! = w.

2.8 v € FF et v € GF sont deux applications bijectives, alors

(vou)t =utov .

Démonstration

1

1. Conséquence de la proposition 3.9 puisque u et v~ vérifient

ulou=Idg et wouou!=Idg.

2. L’associativité de la composition nous donne

(uov ) o(wou)=ulo(v ov)ou=uToldpou=u""ou=Idg,

1

(vou)o (u'ov ') =vo(uout)ouv!

1

=vpoldpov ! =vov ! =1dgs.

La proposition 3.9 nous permet alors de conclure.



CHAPITRE 3. APPLICATIONS

[\
0]

3.5 Images directes et réciproques d’ensembles

Définition 3.12 — Image directe/réciproque d’un ensemble

Soit f € FE.
e Pour toute partie A de F, le sous-ensemble de F'

flA)={ye F|3ze A y=f(z)} ={f(z) |z € A}

est appelé image directe de A par f.

e Pour toute partie B de F', le sous-ensemble de F
f7(B)={z € E| f(z) € B}

est appelé image réciproque de B par f.

| r

Proposition 3.11

Soit f : E — F une application et soient A et B deux parties de E, C' et D deux
parties de F.
On a alors :

f(AUB) = f(4)
f(AnB) C f(A)
f7HenD)=f-
fFHCcuD)=f
ffHo) cc.
FH(f(A) D A

B)

uf
N #(B)

H(D).
(D).

(
(
He)nf-
(C)u s

co B> B8

Démonstration

A démontrer en exercice.

Remarque

e L’application f € F(E,F) est surjective si, et seulement si, f(F) = F.
e L’application f € F(E,F) est :
* injective si, et seulement si, pour tout y € F, Pensemble f~1({y}) a au
plus un élément ;
* surjective si, et seulement si, pour tout y € F, ensemble f~1({y}) a au
moins un élément ;
* bijective si, et seulement si, pour tout y € F, 'ensemble f~'({y}) a
exactement un élément.
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Remarque — Attention

e L’utilisation de f~1(B) ne suppose pas que u soit bijective.

e En revanche, lorsque f est bijective, f~!(B) représente aussi bien l'image
directe de B par I'application f~! que I'image réciproque de B par f.

3.6 Fonction indicatrice (ou caractéristique)

Définition 3.13 — Fonction indicatrice

Soit A C E. La fonction indicatrice de A, ou encore fonction caractéristique de A,
est la fonction de £ dans {0,1}, notée 14 et définie par :

1 _{1 si reA
A7 10 si z¢A

| r

Proposition 3.12

Si A et B sont deux parties de E, on a :
1. pour l'intersection : 14np =14 X 1p,
2. pour la réunion : 14, =sup(la,lp) =14+ 1 — 145,

3. pour le complémentaire : 1g,_ 4 = 1 — 14.

Démonstration

Les relations (1.) et (3.), ainsi que la premiere égalité de (2.) sont évidentes. Comme
Cz(AuB) =CgANCgB, on en déduit

lavs =1—1¢,amB) = Lepances = 1 — g4 X Lo,
En transformant 1g,4 et 1¢, g, on obtient :
1AUB:1_(1_1A) X (1—13) :1A+1B_1A|"‘|B7

ce qui prouve la derniere égalité.

Remarque

Si E ne possede qu'un nombre fini d’éléments, alors :

> 14(x) = Card(A).

zeFE

| '

Définition 3.14 — Ensemble des parties d’un ensemble

L’ensemble des parties de E est 'ensemble, noté P(E), dont les éléments sont les
sous-ensembles de E :
AeP(F) < ACE.
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Proposition 3.13

L’application
u
A — 1A
est une bijection.
Démonstration
Soient les applications
A — 1, fo— 1)

e Par construction, on a :
VAeP(E), (vou)(A)=uv(ly)=1,7'({1}) = A.

On en déduit v o u = Idp(g).
e Soit f € F(E,{0,1}). Posons A =v(f) = f~'({1}). Alors :

VeeE, f(zr)=1<«< z €A.

Comme f ne prend que deux valeurs, on en déduit u(A) = f, et donc
UoOUvV = Id]:(E,{le}).

Les deux relations vou = Idpg) et uov = Idz(g {0,1}), entrainent que u est bijective
(cf. proposition 3.9).

3.7 Familles indexées

Définition 3.15 — Famille d’éléments

Si I est un ensemble quelconque, une application de I dans FE est aussi appelée
famille d’éléments de E indexée par I.

Remarque

Une famille d’éléments de E indexée par I est donc un élément de B, mais 1'uti-
lisation du terme famille sous-entend que 1'on utilise la notation indexée (x;);c; au
— FE

lieu de la notation fonctionnelle

Exemple 3.9

Une suite d’éléments de E est une famille d’éléments de F indexée par N ou par
une partie de N de la forme {n € N | n > ng}.
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Définition 3.16 — Familles finies, p-uplets

Si p est un entier strictement positif et I = [1,p], alors une famille d’éléments de FE
indexée par I est aussi appelée p-liste ou p-uplet. La famille (z;);c[1,5) se note alors
couramment (z1,...,7,), et Uensemble R? = RILP) se note plus simplement R?.

Définition 3.17 — Sous-famille

Soit (x;);e; une famille indexée par un ensemble I et soit J une partie de I. La
famille (z;);c; est appelée sous-famille de (;);es-

Pour toute famille (A;);c; de parties de E, c’est-a-dire toute famille d’éléments de
P(E), on généralise les notions d’intersection et de réunion en posant :

NAi={zcE|Viel,zeA} et |JAi={zecFE|Tiel zei}

el zel

Si I; et I, sont deux parties de I, on a :

i€l i€l 1€1Ul 1€lq i€l 1€l1Ul2

ainsi que :
iel icl il icl

De méme, si u € FE et si (B;)ie; est une famille de parties de F', on A :

= <U Bi) =Us(B) et [ (ﬂ Bz‘) = /(By).

icl icl icl icl
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4.1 Relations binaires

Définition 4.1 — Relation binaire

On appelle relation binaire % sur un ensemble E tout prédicat a deux variables
défini sur ’ensemble £ x E.

Exemple 4.1

e Dans R, on a rencontré la relation x < y ou la relation x = y.

e Dans P(FE), on a déja utilisé I'inclusion X C Y.

Définition 4.2

On dit qu’une relation binaire % sur un ensemble F est :

(R) réflexive si elle vérifie :
Ve e FE, zZx.

(S) symétrique si elle vérifie :
V(z,y) € E?, (2%y = y#x).

(AS) antisymétrique si elle vérifie :

TRy
Y (z,y) € E?, et = =
yAx
(T) transitive si elle vérifie :
TRy
Y (2,y,2) € E3, et = x%z
yHEz

4.2 Relations d’équivalence

Définition 4.3

Soit Z une relation binaire sur un ensemble F.
On dit que Z est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et
transitive.

Exemple 4.2

Sur tout ensemble F, I'égalité est évidemment une relation d’équivalence.
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Exemple 4.3 — Relation de congruence
Soit a € R. La relation définie sur R par :
2Ry = Ik eZ, v—y=rka

est une relation d’équivalence sur R appelée congruence modulo c.

Si z et y sont deux réels en relation pour la congruence modulo «, on dit que x est
congru a y modulo «, et 'on écrit x =y [a].

En trigonométrie, on a vu que, pour tout (z,y) € R* on a :

(cos(x) = cos(y) et sin(z) =sin(y)) < z =y [27].

Exemple 4.4 — Relation d’équipollence

& désigne 'espace affine usuel de dimension 3.
On définit une relation d’équivalence Z dans &2 comme suit

(A,B)%#(A',B') <= ([AB'] et [A'B] on méme milieu),

appelée relation d’équipollence.

Définition 4.4 — Classe d’équivalence, ensemble quotient

Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble F.

e Pour tout x € E, on appelle classe d’équivalence de x suivant Z ’ensemble
T={y€FE| xRy}

Une partie X de E est une classe d’équivalence s’il existe un x € E tel que
X =T ; un tel z est alors appelé un représentant de X.

e Le sous-ensemble de Z(E) constitué par les classes d’équivalence suivant %
s’appelle 'ensemble quotient de E par Z et est noté E/Z%.

Exemple 4.5 — L’ensemble Z/nZ

Si 'on considere la relation de congruence modulo n (pour n > 2) dans Z qui est
une relation d’équivalence, on obtient n classes d’équivalence 0,1,... n — 1.

L’ensemble quotient est s L
Z/nZ =1{0,1,....,n—1}.

Proposition 4.1

Etant donné une relation d’équivalence & sur un ensemble E, ainsi que deux élé-
ments r et y de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) xRy (i)yex (1ii) T =Y.
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Démonstration
e Par définition des classes d’équivalence, les propriétés (i) et (i7) sont équiva-
lentes.
e Supposons (i) et prouvons (ii).
x Soit z € T. On a alors %z et, comme xZy, par symétrie et transitivité,
on en déduit zZy. Ainsi, T C .
x Comme z et y jouent des roles symétriques, on a aussi y C 7.
On en déduit = = y.
e Réciproquement, supposons (iii), c’est-a-dire = = y. Alors, comme y € ¥, on
ay € T, ce qui montre (7).

La notion de classe d’équivalence est intimement liée a celle de partition.

Définition 4.5 — Partition

On appelle partition d'un ensemble E. tout ensemble de parties de £ non vides,
deux a deux disjointes et dont la réunion est égale a E. Autrement dit, c’est une
partie % de E telle que :

—YAew, A+o,
— V(AB) e%? A+B = ANB=g0,

— |JA=E
Aew

Exemple 4.6

1. Si E = [1,7], alors {{1,3},{2,6,7},{4,5}} est une partition de E.
2. Si E = [1,7], alors {{1,3,4},{2,6,7},{4,5}} n’est pas une partition de E.

3. L’ensemble des nombres pairs et ’ensemble des nombres impairs forment une
partition de ’ensemble des entiers naturels N.

Théoreme 4.2 — Relation d’équivalence et partition

Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble E. Alors E /% est une partition
de F.

Démonstration

Tout d’abord, étant donné que, pour tout x € F, on a = € T (réflexivité de la
relation d’équivalence), on en déduit qu’aucune classe d’équivalence n’est vide et
que la réunion de toutes ces classes est égale a FE.

Ensuite, si A et B sont deux classes d’équivalence telles que A N B # &, alors on
peut trouver x € E tel que x € A et x € B la proposition 4.1 nous donne alors
A =7 = B. Par contraposée, on en déduit : A#B — ANB=02.
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4.3 Relations d’ordre

4.3.1 Définitions

Définition 4.6 — Relation d’ordre

Soit Z une relation binaire sur un ensemble E.
On dit que Z est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transi-
tive.

Exemple 4.7

Les relations d’infériorité (au sens large) dans R, d’inclusion (au sens large) dans
I’ensemble et de divisibilité dans Z sont des relations d’ordre.

Définition 4.7

On appelle ensemble ordonné tout couple (E, <) ou E est un ensemble non vide et
ou = est une relation d’ordre sur cet ensemble.
On note x < y la relation (x < y) A (x # y).

Un ordre est dit

— total si

(z#y) = (@ =<y)V(zry)
— partiel dans le cas contraire.

Exemple 4.8 — Relations d’ordre dans les ensembles de nombres

e Dans R, la relation < est une relation d’ordre total.

e Dans N*, la relation de divisibilité est une relation d’ordre partiel.

4.3.2 Majorants, minorants

Définition 4.8 — Majorant, minorant

Soit (F, <) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
e Un élément m € E est dit minorant de A si, pour tout a € A, on a m < a.
e Un élément M € E est dit majorant de A si, pour tout a € A, ona a < M.

e A est dite majorée (resp. minorée) dans E il existe au moins un majorant
(resp. un minorant) de A.

Exemple 4.9

L’intervalle réel [0,1] est majoré par 2 et minoré par —1.
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Remarque — Attention

Si A est une partie donnée de E, bien distinguer :

e le premier énoncé « A est majorée par M », traduit par
Vee A x< M,

qui est un prédicat en M ;

e ct le second énoncé « A est majorée », qui, en ce qui le concerne, se traduit
par
dMeA VrxeA x<M,

ou M est une variable muette.

4.3.3 Plus petit, plus grand élément

Définition 4.9 — Plus petit, plus grand élément

Soit (F, =) un ensemble ordonné.

e Un élément m € E est appelé plus petit élément (ou minimum) de E si, pour
tout x € E, m X x.
Quand il existe, le minimum de E se note min(F) ou min FE.

e Un élément M € FE est appelé plus grand élément (ou mazximum) de E si,
pour tout x € £, x < M.
Quand il existe, le maximum de E se note max(F) ou max E.

Exemple 4.10

Le maximum de l'intervalle [0,1] est 1, tandis que l'intervalle [0,1] ne posséde pas
de maximum.

Remarque

Une partie A de E posséde un maximum (resp. minimum) si, et seulement si, elle
possede un majorant (resp. minorant) qui appartient a A.

| r

Remarque

Si (z,y) € R?, les nombres réels max{z,y} et min{z,y} se notent respectivement
max(z,y) et min(z,y).
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4.3.4 Borne supérieure

Définition 4.10 — Borne supérieure

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
La borne supérieure de A dans E est le plus petit élément (s'il existe) de ’ensemble
des majorants de A dans F.
On la note sup(A) ou sug(x). On a, sous réserve d’existence :
Te

sup(A) =min{M € E |Vz € A, x < M}

Exemple 4.11

Dans E = R, on consideére la partie A = [0,1].

Puisque 1 ¢ [0,1], [0,1] n’a pas de maximum. Le réel 1 est le plus petit des majorants
de [0,1] dans R (c’est le minimum de [1, 4+ oo[), c’est donc la borne supérieure de
cet intervalle. Ainsi, sup ([0,1]) = 1.

On définit de maniere analogue la borne inférieure.

Définition 4.11 — Borne inférieure

Soit (£, =) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.

La borne inférieure de A dans E est le plus grand élément (s'il existe) de 'ensemble
des minorants de A dans E.

On la note inf(A) ou :;Ielg (). On a, sous réserve d’existence :

inf(A) =max{m € E|Vz € A, m <z}

Exemple 4.12

Dans E = R, on considére la partie A =|0,1].

Puisque 0 ¢ ]0,1], ]0,1] n’a pas de minimum. Le réel 0 est le plus grand des minorants
de ]0,1] dans R (c’est le maximum de | — 00,0]), c’est donc la borne inférieure de
cet intervalle. Ainsi, inf (]0,1]) = 0.

Proposition 4.3 — Caractérisation de la borne supérieure

Soit. A une partie non vide d’un ensemble E totalement ordonné pour la relation <.
Pour qu’un élément S de E soit la borne supérieure de A dans F, il faut et il suffit
que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1. Vae A, a=xS;
2.Vbe EF:b<S =— daeA:b=<a.

Démonstration

e Supposons que S = sup(A). On a donc, par définition de la borne supérieure,
pour tout @ € A, a < S (1.). Par ailleurs, si b € E tel que b < S, comme S est
le plus petit des majorants de A, b n’est pas un majorant de A. Par négation
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de la définition de majorant, on obtient qu’il existe a € A tel que b < a, d’ou
2..

e Réciproquement, soit S un élément de E qui vérifie 1. et 2.. La contraposée
de 2. donne
Vbe E, (WVa€A a=xb) = S=0.

Autrement dit, pour tout b € E un majorant de A, alors S < b. S est donc plus

petit que tous les majorants, et 1. assure qu’il en est un. Ainsi, S = sup(A).

Les notions de borne supérieure et de borne inférieure étant duales, on n’explicitera
pas la caractérisation pour la borne inférieure.

Théoreme 4.4 — Propriété de la borne supérieure de R

Toute partie non vide et majorée de ’ensemble des nombres réels R possede une
borne supérieure.
On dit que R possede la propriété de la borne supérieure.

Démonstration

Il s’agit d'un axiome de la théorie des ensembles, qui découle directement de la
construction de ’ensemble des réels R.
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5.1 Lois de composition

5.1.1 Lois de composition internes

Définition 5.1 — Loi de composition interne

Soit E un ensemble non vide.
Une loi de composition interne dans E est une application * déinie par :

ExE — FE

*
(zy) — xxy

L’élément x x y de E est appelé composé de x et de y.

Exemple 5.1

L’application

RxR — R
(ry) — 24y

est I'addition dans R.
L’image par + du couple (x,y) est le réel = + y appelé somme des réels = et y.

Exemple 5.2

On peut munir R (I'ensemble des familles de n réels) d'une loi de composition
interne (I’addition) :

+‘ R*"xR"* — R"
((x17'"’xn)7(y17"‘7yn)) '—> (x1+y1,-..7xn+yn)

Exemple 5.3

T est I'ensemble des translations du plan (affine) &2. La composition des transla-
tions du plan
IxT — 7

@)
(tats) —— taoly=tas

est une loi de composition interne dans .7 .

Définition 5.2 — Propriétés d’une loi de composition interne

Soit un ensemble E muni de la loi de composition interne %, qu'on note (F ).

(A) La loi * est associative si :
V(z,y,2) € B (zxy)*xz=xx*(y*2).

On convient de noter x * y * z un tel élément.

(C) La loi * est commutative si :

V(z,y) € E? zxy=yx*ux.




5.1. LOIS DE COMPOSITION 43

(IN) Un élément e de E est dit neutre si :
VreFE, rzxe=exx=ux.

(S) Si la loi * posseéde un élément neutre e, on dit que I'élément = de E est
symétrisable s’il existe un élément =’ de F tel que :

zxr =x'xx=e.

L’élément 2’ est appelé symétriqgue de x pour la loi *.

Exemple 5.4

L’addition dans R est associative, commutative, posséde un (unique) élément neutre
0, et, de plus, tout réel x a un (unique) symétrique pour 'addition qui n’est autre
que son opposé —x.

Exemple 5.5

La composition des translations du plan (affine) & est associative, commutative,
possede un (unique) élément neutre Idy» = tj et, de plus, toute translation ¢z a un
(unique) symétrique pour la composition, qui n’est autre que la translation t_g.

Définition 5.3 — Morphisme

Soient (E %) et (F,T) deux ensembles non vides munis des lois de composition
internes respectives * et T.
On dit qu’'une application f: E — F' est un morphisme pour les lois * et T si

V(zy) € B flzxy)=f()1f(y)

e Si, de plus, f est bijective et si f~! est aussi un morphisme, on dit alors que
[ est un isomorphisme de (E x) sur (F,T).

e Un morphisme de (E,*) sur lui-méme est appelé endomorphisme de (E,x).

e Un endormorphisme de (£,%) qui est aussi un isomorphisme est appelé auto-
morphisme de (E x).

Notation On désigne par :

e L(E,F) I'ensemble des morphismes de E dans F,
e L(E)= L(E,E) I'ensemble des endomorphismes de F,

e Aut(E) I'ensemble des automorphismes de E.

Exemple 5.6

La fonction exponentielle (exp) est un isomorphisme de (R,4) dans (R ,x).
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Définition 5.4 — Distributivité

Soit £ un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes * et T.
On dit que T est distributive (d gauche)® si

V(zyz) €E® aT(y*2)=(aTy)*(zT2).

a. On définit de manieére analogue la distributivité a droite.

Exemple 5.7

Dans R, la multiplication est distributive (a gauche et a droite) par rapport a
I’addition.

5.1.2 Lois de composition externes

Dans la suite, K est un corps (cf. section 5.4) quelconque.

Définition 5.5 — Loi de composition externe

Soit E un ensemble non vide.
Une loi de composition externe dans E est une application

| KxE — FE
() — a-x

Exemple 5.8

R™ peut étre muni de la multiplication par un réel :

. RxR* — R"
(a,(xl,...,xn)) — (T, 00 Ty,)

qui est une loi de composition externe sur R".

Exemple 5.9

L’ensemble V des vecteurs du plan peut étre muni de la multiplication par un réel

I RxYV — Y
(i) — «a-u

qui est une loi de composition externe sur V.
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5.2 Groupes

La structure de groupe correspond aux propriétés que doit posséder la loi de compo-
sition interne * dans un ensemble G pour que 1'équation (d’inconnue x) a * x = b ait une
unique solution® dans G.

Définition 5.6 — Groupe

Un couple (G,*) ou G est un ensemble non vide et * une loi de composition interne
dans G, est un groupe si la loi *

(A) est associative,
(IN) possede un élément neutre,
(S) est telle que tout élément de G admet un symétrique.

Le groupe est dit abélien si, de plus, la loi de composition interne est commutative.
On notera e le neutre du groupe et =1 le symétrique d'un élément x du groupe.

Exemple 5.10

(Z,+) est un groupe abélien de neutre 0. Le symétrique pour I'addition d’un entier
relatif x € 7Z est 'opposé —x qui est encore un entier relatif.

Par contre, (N,4) n’est pas un groupe puisque tout élément de N ne possede pas
de symétrique dans N pour 'addition.

Exemple 5.11

(R%,x) est un groupe abélien de neutre 1. Le symétrique pour la multiplication

d’un réel strictement positif z est son inverse l ui est encore un réel strictement
p q
T

positif.

Exemple 5.12 — Groupe U des complexes unimodulaires

(U,x) ou U désigne 'ensemble des complexes * de module 1 (complexes unimodu-
laires) est un groupe abélien (le neutre est 1 = e™? et le symétrique de e € U
est e 7 € U).

a. Cf. chapitre 24 : Complexes.

axr=0b <= d*x(axx)=ad xb (S)

1. < (d'*a)xz=ad b (A)
— exx=a *b (S)

)

< z=ad*b (N
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Exemple 5.13 — Groupe U, des racines n-iémes de 'unité

L’ensemble U,, des racines n-iemes de 1'unité, i.e. I’ensemble des solutions dans C
de I'équation z" =1, est

21

“kelon—1]}.

U, = {e

U,, est un groupe abélien pour la multiplication (démonstration en exercice).

Exemple 5.14 — Groupe des permutations d’un ensemble

Soit E un ensemble non vide. &(F) désigne ’ensemble des bijections de E sur F
muni de la composition d’applications (la loi o). &(FE), appelé groupe symétrique
de E, ou ensemble des permutations de F, a une structure de groupe pour la loi o.

Définition 5.7 — Sous-groupe

Soit (G,*) un groupe.
Une partie non vide H de G est un sous-groupe si c’est un groupe pour les lois
induites.

Proposition 5.1 — Caractérisation d’un sous-groupe

Soit (G,x) un groupe de neutre e.
Une partie non vide H de GG est un sous-groupe si, et seulement si

e cc H;
o V(xy) € H*, zxy ' € H.

Exemple 5.15

(Z,+) est un sous-groupe de (R,+).

Exemple 5.16

Le groupe (U, x) des racines n-iémes de 1'unité est un sous-groupe du groupe (U, x)
des racines unimodulaires.

Définition 5.8 — Morphisme de groupes

Soient (G,x) et (G',%") deux groupes.
Une application f: G — G’ est un morphisme de groupes si

V(91,92) € G2, fg1 % g2) = f(g1) * f(g2).

On définit aisément les notions d’isomorphismes et d’automorphismes de groupes.
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Exemple 5.17

La fonction exponentielle exp est un isomorphisme du groupe (R,+) sur le groupe
(R%,%).

5.3 Anneaux

Définition 5.9 — Anneau

Soit un ensemble non vide A muni de deux lois de composition internes * et 7.
On dit que (A, *,T) est un anneau si

e (A,x) est un groupe abélien (de neutre noté 0);
e la loi T est associative et possede un élément neutre (noté 1);
e la loi T est distributive par rapport a la loi .

Si de plus la loi T est commutative, 'anneau est dit commutatif.

Exemple 5.18

(Z,+ ,x) est un anneau commutatif.

Exemple 5.19

L’ensemble ., (R) des matrices carrées n x n a coefficients réels est un anneau pour
I’addition et la multiplication des matrices.
Il n’est pas commutatif si n > 2.

On définirait de maniere analogue a la section précédente les notions de sous-anneau
et de morphisme d’anneaux.

Exemple 5.20

L’ensemble 27 des entiers pairs est un sous-anneau de (Z, + ,x).

5.4 Corps

Définition 5.10 — Corps

Un ensemble non vide K muni de deux lois de composition internes * et T est un
corps si

e K est un anneau;

e tout élément de K distinct de 0 (neutre pour la premiere loi *) admet un
symétrique pour la seconde loi T.
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Exemple 5.21

Q, R et C sont des corps commutatifs pour I’addition et la multiplication.

Exemple 5.22

Si p € P (ensemble des nombres premiers), ’ensemble quotient Z/pZ est un corps
commutatif pour 'addition et la multiplication des classes d’équivalence modulo p.

Ici aussi, les notions de sous-corps et de morphisme de corps peuvent étre définies.

Exemple 5.23

L’ensemble Q des nombres rationnels est un sous-corps de (R, + ,x).

5.5 Espaces vectoriels

5.5.1 Structure d’espace vectoriel

Définition 5.11 — Espace vectoriel

Soit E un ensemble non vide muni
e d’une loi de composition interne notée +
e d’une loi de composition externe notée -

On dit que (F, +,-) est un K-espace vectoriel si les axiomes suivants sont vérifiés :
(EV1) Associativité de + :

V(z,yz) €E z+(y+2)=(x+y) +=z
(EV2) Existence d'un neutre :

d0ge F:Ve e E, x4+ 0g =0+ 2z ==x.
(EV3) Existence d'un opposé :

VeeFE, Jr'eE:z+2 =2 4+z2=0z
(EV4) Commutativité :

V(z,y) €E? z+y=y+uzx

(EV5)VaeK,V(z,y) € E? a-(z+y)=a-z+a-y.

(EV6) V(a,8) e K*,Vz € E, (a+8)-z=a-z+ - x.
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(EVT)V(a,f) e KEVz e E, a-(8-z)=(af)- .
(EV8)Vz e E, 1-z=ux.

On appelle alors vecteurs les éléments de E et scalaires les éléments de K.
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Remarque

Pour la loi externe, toujours écrire le scalaire a gauche.

Notations

e SiaeKetxeFE, on écrit aussi ar au lieu de « - z.

T 1
e SiaaeK*et xz € F, on note — le vecteur —zx.
Q@ «

e Pour l'instant, et pour éviter toute ambigiiité, nous notons différemment Og le vec-
teur nul de E et Og I’élément nul de K. Mais, assez vite, nous les noterons indistinc-

tement 0, le contexte étant suffisant a la compréhension.

Remarque

Au vu des propriété des lois définissant une structure de K-espace vectoriel, si
n € N*, et si (z1,...,x,) est une famille de n vecteurs de E, alors on peut définir
la notation :

n
Zxk:xl+"'+xn
k=1

dont les regles d’utilisation sont analogues a celles de la sommation usuelle.

Exemple 5.24

(C, +,-), ensemble des complexes, est un R-espace vectoriel.

Exemple 5.25

Pour n € N*, R", ensemble des n-uplets de réels, est un R-espace vectoriel.

Exemple 5.26

Soit A I'ensemble des fonctions affines, i.e. de la forme

R — R
r — ar-+0b

fa,b

A muni de l'addition (ot fup+ fory = fatarp+er) €t de la multiplication par les réels
(ot @ fap = faa.ab), & une structure de R-espace vectoriel.

Exemple 5.27 — Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Soient a et b deux réels ot b # 0. L’ensemble S, des suites (uy,)nen de réels telles
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que :
VneN, u,o=au, i+ bu,

a une structure de R-espace vectoriel.

5.5.2 Propriétés

Proposition 5.2

Poura € Ket x € E/, on a:

Démonstration

e (=) Comme Ok = Ox + O, la propriété (EV6) donne :

En ajoutant aux deux membres 'opposé de Ok - z, qui existe d’apres (EV3),
on obtient O = Ok - x.

Comme O = O + Og, la propriété (EV5) donne :
(IOE:O!(OE+OE):QOE+(IOE

En ajoutant aux deux membres I'opposé de a.0g, on obtient O = - Op.
Par suite, on a montré la premiere implication.
e (<) Supposons a.x = 0.

Si a # Ok, alors on sait que le scalaire « est inversible et 'on en déduit :

r=1-z=(acta)-z=at (a-z)=a' 0p =0g.

Par suite, on a a = Og ou © = O, ce qui prouve I'implication réciproque.

Proposition 5.3 — Regles de calcul

Poura e Ket x € F, on a:

Démonstration
Comme
a-r+(—a)-z=(a—a) -z=0k -z =0g,
on en déduit que (—a) - x est 'opposé de a - z et donc (—a) -z = —(«a - x).

Démonstration analogue pour I'autre relation en partant de :

a-(—z)+a-z=a - (—x+2)=0a -0 =0g.
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5.5.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 5.12 — Combinaison linéaire

Soit (z,y) € E?. On dit que z € F est une combinaison linéaire des vecteurs x et y
g'il existe (A\,u) € K2 tels que z = A\r + uy.

Définition 5.13 — Sous-espace vectoriel

| '

Soit (E, 4 ,-) un K-espace vectoriel et soit F' une partie non vide de F.
On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E §’il est stable par combinaisons
linéaires et contient O, c’est a dire :

Op€F et V(B eK:V(ry) € F? ar+pByckF

Remarque

| r

E et {Og} sont évidemment des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel E : ce
sont les sous-espaces vectoriels triviaur de E.

Remarque — Attention

Pour prouver que F' est un sous-espace vectoriel de E, ne pas oublier de vérifier
F C E et 0 € F avant de vérifier que F' est stable par combinaisons linéaires.

Exemple 5.28

Le sous-ensemble R x {0} = {(z,0) | * € R} de R? est un sous-espace vectoriel de
(R?, +,-).

Exemple 5.29

L’ensemble des fonctions affines A est un sous-espace vectoriel de C(R,R), espace
vectoriel des fonctions continues de R dans R, muni de I'addition des fonctions et
de la multiplication des fonctions par un réel.

Exemple 5.30

L’ensemble S, ;, des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 vu a I’exemple 5.27 est un
sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel RY des suites réelles.

Proposition 5.4 — Caractérisation d’un sous-espace vectoriel

Muni des lois induites, tout sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel E est lui-
méme un K-espace vectoriel.

Démonstration

Soit F' un sous-espace vectoriel de F.
Les propriétés (EV1), (EV2), et (EV4) a (EV8) étant immédiates, il nous reste
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a montrer que F' vérifie la propriété (EV3) :

Comme pour tout z € F,ona —z = (—1)-x € F' (car F est stable par combinaisons
linéaires), on en déduit que tout élément de F' posseéde un opposé qui appartient
aussi a F.

Ainsi, F' posséde une structure de K-espace vectoriel.

5.5.4 Bases d’un espace vectoriel

Définition 5.14 — Base

Soient (E, + ,-) un K-espace vectoriel.

On dit qu’une famille finie (ay,...,a,) de n € N vecteurs de E est une base de E
si tout vecteur de E peut étre écrit comme combinaison linéaire de maniere unique
des vecteurs de cette famille :

ver, 3! (>\1,'--7>\n) EK”, .’IZ'IZ)\lCLZ
=1

L’entier naturel n est appelé dimension de I'espace vectoriel E et est noté dim(FE).

Remarque

| r

Un espace vectoriel n’admet pas nécessairement une base constituée d’un nombre
fini de vecteurs ; par exemple, I’espace vectoriel des polynémes K[X] (suites presque
nulles) n’est pas de dimension finie.

| r

Remarque

Un espace vectoriel de dimension 1 (resp. 2) est appelé droite vectorielle (resp. plan
vectoriel).

Exemple 5.31 — Base canonique de R?

(e1,2) = ((1,0),(0,1)) est une base (appelée base canonique) de 'espace vectoriel
(R%+,-) car tout couple (z,y) de réels s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire des vecteurs e; et es :

(zy) =z - (L0) +y-(0,1).

On a alors dim(R?) = 2.
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5.5.5 Applications linéaires

Définition 5.15 — Application linéaire

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.
Une application f : E — F est dite linéaire si, et seulement si, elle vérifie :

V(zy) € B,V (a,8) €K*, flazx + By) = af(z) + Bf(y).

Exemple 5.32 — Applications linéaires de R dans R

L’ensemble des réels est ici muni de 'addition et de la multiplication, lois qui lui
conferent une structure de R-espace vectoriel.

On retrouve alors ’ensemble des applications linéaires qui sont ici de la forme
x +— a-x ou a est un réel constant.

Exemple 5.33 — Homothétie vectorielle

Si I'on désigne par V l'espace vectoriel (de dimension 3) des vecteurs de ’espace,
I'homothétie vectorielle de rapport k (k # 0) hy : @ — k - 4 est une application
linéaire.

Exemple 5.34 — Projection vectorielle

Soit E/ un espace vectoriel et soient deux sous-espaces vectoriels E; et Ey supplé-
mentaires, i.e. tout vecteur @ de F s’écrit de maniere unique comme somme ¢ d’un
vecteur u] de E) et up de By @ U = u) + us.

La projection vectorielle sur E; selon la direction Fy est 'application p; de E dans
E qui a u associe uy. Cette projection vectorielle est une application linéaire.

a. On écrit alors E = E; & Es.

Remarque — Application

Cette notion est utilisée en cinématique pour décomposer le vecteur vitesse suivant
deux directions perpendiculaires ainsi qu’en dynamique pour décomposer une force
selon la direction du mouvement et la direction perpendiculaire.

Définition 5.16 — Noyau d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de FE dans
F.

On appelle noyau de f, et on note Ker(f)? I’ensemble des vecteurs z de E dont
I'image par 'application linéaire f est nulle.

Ker(f) ={z € E| f(z) =05} = ' ({05})

a. De l’allemand Kern : noyau.
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Exemple 5.35

Le noyau de la projection vectorielle p; définie a 'exemple 5.34 est le sous-espace
vectoriel Es.

Définition 5.17 — Image d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de E dans
F.
On appelle image de f, et on note Im(f), le sous-ensemble f(E) de F.

m(f) = {y € F |3z € F, y = f(2)} = {f(z) | = € B}.

Exemple 5.36

L’image de la projection vectorielle p; définie a 'exemple 5.34 est le sous-espace
vectoriel F.

Proposition 5.5

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels et si f est une application linéaire de F
dans F', alors :

e Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

e Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.
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6.1 L’ensemble N

La notion d’entier naturel nous est familiere depuis notre enfance puisque c’est avec
les nombres 1, 2, 3... que 'apprentissage numérique débute en CP ou en grande section
de maternelle. Jusqu’au XIX¢® siecle, cette perception intuitive des entiers suffisait au
mathématicien.

Avec l'invention de la théorie des ensembles, le mathématicien Richard Dedekind
(1831-1916) et le mathématicien logicien Guiseppe Peano (1858-1932) ont établi une dé-
finition axiomatique et une construction rigoureuse de I’ensemble N des entiers naturels,
notamment grace aux axiomes de Peano :

Proposition 6.1 — Axiomes de Peano

Il existe un ensemble, noté N, dont les éléments sont appelés entiers naturels, et une
fonction appelée successeur définie sur cet ensemble, vérifiant les axiomes suivants :

(N1) Tout entier naturel n admet un successeur qui est n + 1.
(N2) 0 est un entier naturel.

(IN3) 0 n’est le successeur d’aucun entier naturel.

(N4) Deux entiers naturels ayant le méme successeur sont égaux.
(N5) N n’a pas de plus grand élément.

(N6) Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

6.2 Principe de récurrence

Le principe de récurrence repose sur la propriété axiomatique du plus petit élément
des entiers naturels (N6) citée ci-dessus, dont 1’énoncé plus précis est :

Proposition 6.2 — Axiome du plus petit élément

Toute partie B non vide de N admet un plus petit élément p, ce qui signifie

dpeN,Vbe B, (b>=p)A(p€< B).

Théoreme 6.3 — Principe de récurrence

Si A est une partie de N satisfaisant aux deux conditions suivantes :

e D€ A,

eVneN, (neA = n+1leA),
alors A = N.
Démonstration

Nous supposons par I'absurde que A # N.
Considérons, dans ce cas,

B=0yA={neN|n¢ A}

On observe que :
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— B # @ car sinon A = N.
— 0¢ Bcar 0 € A

Par conséquent, B est une partie non vide de N, donc B admet un plus petit élément
p > 1. On en déduit quep € Bet p—1¢ B.
Puisque p — 1 € N, nous avons p — 1 € A. En appliquant la condition :

VneN, (n€eAd = n+1lecA),
en particulier, pour n = p — 1, il vient
p € A4,

ce qui est contradictoire car AN B = &.
On conclut que A = N.

6.3 Raisonnement par récurrence

Théoreme 6.4 — Récurrence a partir du rang 0

Soit P(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n.
Si
{ P(0) est vraie
VneN, Pn) = Pn+1)
alors
Vn €N, P(n) est vraie.
Démonstration

Nous appliquons le principe de récurrence a

A ={n e N|P(n) vraie}.

Remarque

e La premiere condition est 1'initialisation de la récurrence.

e La condition P(n) vraie, pour un entier naturel fixé, est fréquemment appelée
hypothése de récurrence, et notée H, ; il s’agit donc de prouver

Hn — Hn+1 .

e La seconde condition signifie que la propriété est héréditaire.

Méthode 6.1 — Rédiger un raisonnement par récurrence

Une démonstration par récurrence comprend trois temps :
1. lexplicitation de la propriété P(n) que l'on souhaite prouver par récurrence ;

2. l'initialisation, c’est-a-dire le fait de montrer que P(0) est vraie;
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3. la preuve de I'hérédité, c’est-a-dire le fait de montrer que si P(n) est vraie
pour un certain rang n, alors P(n + 1) 'est aussi.

Le raisonnement par récurrence est assez naturel, comme le montre l'illustration sui-
vante :

« Je suis en bas de 'escalier du Lycée Saint Augustin, et je constate que les premieres
marches sont peintes en jaune. Rien ne me permet d’affirmer que toutes les marches sont
peintes en jaune. Mais un professeur de maths bienveillant, qui sort de son cours avec la
classe de Terminale, m’indique que 'escalier a été peint de telle sorte que si une marche
est peinte en jaune, alors la suivante est peinte en jaune.

Nous en concluons que toutes les marches sont peintes en jaune. »

Proposition 6.5 — Récurrence a partir d’un rang n

Soit P(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n et soit ny € N.

Si
{ P(ng) est vraie

Vn>=ny, Pn) = Pn+1)

alors
Vn >ng, P(n)est vraie.

Démonstration

On pose k = n — nyg, ainsi k € N.
Désignons par Q(k) la propriété définie sur N par : « P(ng + k) est vraie ».

Initialisation : Q(0) est vraie puisque P(ng) est vraie.

Hérédité : Supposons que pour k € N quelconque mais fixé, on ait Q(k) vraie, ce
qui signifie P(ng + k) vraie, soit P(n) vraie.

En appliquant ’hypotheése de récurrence, cela implique P(n + 1) vraie, c’est-a-dire
P(no + k + 1) vraie, soit Q(k + 1) vraie.

En appliquant la proposition précédente, par principe de récurrence, nous obtenons

VkeN, Q(k) vraie,
c’est-a-dire

Vn >ng, P(n) vraie.

Exemple 6.1
Démontrons par récurrence 1’égalité suivante communément admise :
Ve eR*", VneN, |z" =|z|"

Soit z € R*.

Initialisation : Pour n = 0, nous avons

2% = 1] =1=|a|’,
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ce qui justifie que 1’égalité proposée est vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier naturel n fixé, on ait
|z"] = |z|*  (HR).

Il s’agit de montrer que |z" ™| = |z,
Or, on a

2" = [a" x 2| = [a"| |,
ce qui donne, en appliquant ’hypothese de récurrence (HR),

2" = |2 "] = |2

Ainsi, I'égalité attendue est héréditaire.
Par principe de récurrence, on conclut :

VeeR, VneN, |[z"=|z"

Exemple 6.2

Pour n € Nx, on souhaite prouver par récurrence 1’égalité exprimant la somme des
n premiers carrés :

2”312,2 _ n(n + 1)6(2n +1)

Initialisation : Pour n = 1, nous avons d’une part

1><(1—|—1)><(2><1+1)_6_1
6 6

et d’autre part
1 =1.

L’égalité est vraie au rang n = 1.
Hérédité : Supposons que pour un entier n non nul fixé, on ait

iiQ _ n(n + 1)6(2n +1) (HR).

Il s’agit de montrer que

o (n+1)(n+2)(2n+3)

2 _
Zz— c :




CHAPITRE 6. RECURRENCE

En utilisant 'hypothese de récurrence (HR), on obtient :

n+1 n
i* = Zz’2+(n—|—1)2
_nint 1)6(2” +1) +(n+1)> dapres (HR)
=(n+1) [71(2”6—’—1)—1—(71—1—1)}
(n+1)(2n* 4+ Tn + 6)

6

Par ailleurs, on a :
(n+2)(2n +3) = 2n*> +Tn + 6,

ce qui donne :
e (n+1)(n+2)(2n+3)

9
50 o

vérifiant que 1’égalité attendue est vraie au rang n + 1.
Par principe de récurrence, on conclut :

n (20 + 1
Vnen, Y=t )6( ntl)
=1

Exemple 6.3 — Proposition fausse mais héréditaire

Considérons la proposition
VneN, 9[(10" +1).

Au rang n = 0, cette proposition est fausse, pourtant elle est héréditaire! En effet,
supposons que pour un entier naturel n fixé, 9 divise 10" + 1, i.e. :

dkez, 10"+1=9k.
Nous avons

10" +1=10"x (9+1)+1
=10" x 9+ (10" + 1)
= 10" x 9+ 9k
= 9(10" + k).

Sous I’hypothése ci-dessus, 10! + 1 est bien un multiple de 9; la propriété est
donc héréditaire.

Nous retiendrons que I’étape d’initialisation est indissociable d’un raisonnement par
récurrence.



6.4. RECURRENCES FORTES 63

6.4 Récurrences fortes

Corollaire 6.6 — Récurrence d’ordre 2

Soit P(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n.
Si
{ P(0) et P(1) sont vraies
Vn>1, (P(n—1)AP(n)) = Pn+1)

alors
VneN, P(n)est vraie.

Démonstration
On consideére la propriété Q(n) définie sur N* par :
« P(n—1) et P(n) vraies ».

— Q(1) est vraie car P(0) et P(1) sont vraies.

— On suppose que, pour un entier n > 1 fixé, Q(n) est vraie, ce qui implique
que P(n + 1) est vraie.

Il en résulte que P(n) et P(n+ 1) vraies, c’est-a-dire Q(n+ 1) vraie. En appliquant
le principe de récurrence, il vient :
Vn e N, Q(n) est vraie,
ce qui signifie
Vn eN*, P(n—1)et P(n) sont vraies.
Par suite, quel que soit n € N*, la propriété P(n) est vraie. Puisque P(0) est vraie,

nous obtenons finalement :

Vn €N, P(n) est vraie.

Remarque

1. Dans le cas d’utilisation de cette forme de récurrence, il ne faut surtout pas
oublier de procéder a la double initialisation P(0) et P(1).

2. On peut, comme pour la récurrence simple, démontrer par récurrence double
que P(n) est vraie pour n > ng. Il faut procéder a la double initialisation aux
rangs ng et ng + 1.

Exemple 6.4

Considérons la suite (u, ) définie sur N par ses deux premiers termes ug = 1, u; = 3
et par la relation de récurrence double :

VneN U, =2u, — U, 1.

Nous pouvons calculer directement les premiers termes de cette suite mais pour
s’entralner nous proposons un programme en Python de facon a conjecturer u, en



64 CHAPITRE 6. RECURRENCE

fonction de U'entier n.

1 n=int (input("n="))

2 a,b=1,3

s L=[]

4+ for i in range(2,n+1)
5 u = 2xb - a

6 a,b = b,u

7 L.append (u)

8

9 print(L)

Pour n = 20, nous obtenons :
>>> [5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,33,35,37,39,41]

Pour tout entier naturel n, nous conjecturons que u, = 2n + 1. Démontrons
cette conjecture en appliquant la proposition de récurrence d’ordre 2 établie
précédemment.

Initialisation : Nous avons ug =1 =2x0+4+1et u; =3 =2 x 141, ce qui prouve
que 'égalité attendue est vraie au rang n =0 et n = 1.

Hérédité : Supposons qu'aux rangs n — 1 et n avec n > 1, nous disposons des
égalités :
up=2n+1 et wu,1=2(n—-1)+1=2n—1.
Montrons que u,+1 =2(n+1) +1 = 2n+ 3.
En appliquant 'hypothese de récurrence, il vient

Ups1 = 2Up — Up—1 =2(2n+1) — (2n — 1) = 2n + 3,

ce qui justifie que 1’égalité attendue est vraie au rang n + 1.
Par principe de récurrence, on conclut :

VneN, u,=2n+1.

Théoréeme 6.7 — Récurrence forte

Soit P(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n.
Si

{ P(0) est vraie
VneN, (PO)API)A---APn—1)APn)) = P(n+1)

alors
Vn eN, P(n) est vraie.
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Démonstration

Supposons

{ P(0) est vraie (H)
VneN, (PO)API)A---APn—1)AP(n) = P(n+1)

Considérons alors la propriété Q(n) définie sur N par :
P(0), P(1), P(2), ..., P(n) vraies.
Initialisation : Q(0) est vraie car P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons que, pour un entier naturel n quelconque fixé, on ait Q(n)
vraie au rang n.

Alors, cela signifie que P(0), P(1), P(2), ..., P(n) sont vraies, ce qui implique
P(n+ 1) vraie d’apres '’hypothese de base (H).

On a donc P(0), P(1), P(2), ..., P(n), P(n+1) vraies, ce qui correspond a Q(n+1)
vraie.

Nous pouvons donc appliquer le principe de récurrence simple, ce qui donne

VneN, Q(n) vraie.
Nous en déduisons
VneN, P(0),P(), P(2), ..., P(n) sont vraies,
ce qui permet de conclure :

Vn eN, P(n) est vraie.

Exemple 6.5

Démontrons par récurrence que tout entier supérieur ou égal a 2 s’écrit comme
produit d'un ou plusieurs nombres premiers.

Soit, pour n > 2, la propriété P(n) : « L’entier n s’écrit comme produit d’un ou
plusieurs nombres premiers. »

Initialisation : La propriété P(2) est vraie, puisque 2 est premier lui-méme.

Hérédité : Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Supposons la propriété vraie
jusqu’au rang n, ¢’est-a~dire supposons P(2), P(3), ..., P(n). Il y a deux cas possibles
pour 'entier n + 1 :

e Soit n+ 1 est premier, alors ’entier n + 1 s’écrit comme produit d’un nombre
premier : lui-méme.

e Soit m + 1 n’est pas premier, alors il existe deux entiers a et b, strictement
compris entre 1 et n + 1, tels que n + 1 = ab. Puisque a et b appartiennent
a [2,n], on sait d’apres I'hypotheése de récurrence que P(a) est vraie et que
P(b) est vraie. Ainsi, les entiers a et b s’écrivent chacun comme produit de
nombres premiers. Leur produit n+ 1 = ab est alors aussi produit de nombres
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premiers.

Dans chacun des cas, I'entier n+ 1 est produit d'un ou plusieurs nombres premiers,
ce qui signifie que P(n + 1) est vraie.
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Lorsqu’un ensemble a peu d’éléments, comme par exemple I’ensemble des 2 faces numérotées
0 ou 1 d’un jeton, il est possible de dénombrer « a la main » les issues possibles d’une expérience
aléatoire définie a partir de cet ensemble. Ainsi, en nous intéressant au nombre de fagons de
jeter notre jeton 2 fois de suite et en notant dans I’ordre le numéro de la face obtenue, il est clair
que la liste des choix possibles est : 00, 01, 10, 11.

Mais des que le nombre d’éléments de ’ensemble fini de référence est grand, les méthodes de
comptage, comme ['utilisation d’une arborescence, ne sont plus possibles a mettre en ceuvre. La
combinatoire (ou l'analyse combinatoire) intervient alors en proposant des outils qui permettent
de calculer le nombre de choix possibles lors d’une expérience aléatoire dont les issues sont
clairement définies.

Par exemple, quel est le nombre de fagons de prélever simultanément 10 boules dans une urne
qui contient 25 boules dont 15 sont rouges, les 10 autres étant noires 7 Il est inutile de tenter d’en
donner toutes les issues possibles car nous prouverons dans ce chapitre qu’elles sont au nombre
de 3 268 760. Historiquement, I’analyse combinatoire est apparue avec les mathématiques arabes
et chinoises entre le IX® et le XIII® siecle. En Europe, la combinatoire est née de 1’étude des jeux
de hasard avec Blaise Pascal (1623-1663) et sa correspondance avec Pierre Fermat (1601-1665).

De nos jours, ’analyse combinatoire irrigue de nombreuses branches des mathématiques
comme par exemple les probabilités. Elle est également appliquée dans d’autres sciences comme
I'informatique, la biologie...
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7.1 Ensembles finis

Définition 7.1 — Ensemble fini et cardinal

Un ensemble E non vide est dit fini s’il existe un entier naturel n non nul et
une bijection de [1,n] sur E.

Nous admettrons qu'un tel entier n, s’il existe, est unique. Il est appelé le
cardinal de E et correspond au nombre d’éléments de £. On le note Card(E)
ou |E|.

Par convention, on a en particulier Card @ = 0.

Un ensemble est dit infini s’il n’est pas fini.

1.

Remarque

\

2. L’ensemble vide est le seul ensemble de cardinal nul.

Soit £/ un ensemble fini, de cardinal n > 1.

Une bijection i — a; de [1,n] sur E permet de numéroter les éléments de F
et d’écrire E = {ay,as,...,a,}.

On appelle singleton, tout ensemble de cardinal 1.

Exemple 7.1

Pour tout n € N*, I'ensemble [1,n] est fini de cardinal n car I'application identité
est une bijection de [1,n] sur [1,n].

Proposition 7.1

Si E est un ensemble fini de cardinal n > 1 et si F' est un ensemble qui peut étre
mis en bijection avec E, alors F est aussi fini de cardinal n.

Démonstration

Par définition du cardinal, il existe une bijection f de [1,n] sur E. D’autre part,
par hypothese, il existe une bijection ¢ de E sur F. La composée ¢ o f est alors
une bijection de [1,n] sur F.

Remarque

On en déduit que si F est un ensemble infini et si F' peut étre mis en bijection avec
E, alors F est infini.
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7.2 Principe additif

Proposition 7.2 — Principe additif

Soient A et B deux ensembles finis disjoints. Nous disposons de 1’égalité

Card(A U B) = Card A + Card B.

Démonstration

Soient A et B deux ensembles finis disjoints, n et p deux entiers naturels tels que
Card A = n et Card B = p. Posons

A ={ay,a9,...,a,},
B = {b1,bs,....,b,}.
Puisque A N B = &, nous en déduisons

AUB = {a17a27 K aa’VL?bl?bQ’ to ’bp}’

ce qui donne

Card(AU B) =n + p = Card A + Card B.

Corollaire 7.3

Soient E un ensemble fini et A un sous-ensemble de E. En désignant par A le
complémentaire de A relativement a E, nous avons

Card A = Card E — Card A.

Démonstration

Soient £ un ensemble fini et A un sous-ensemble de E. On pose B = A. On a donc
AUB = FE et A et B disjoints. D’apres le principe additif :

Card(AU B) = Card E = Card A + Card B = Card A + Card A4,

d’ou le résultat.

Proposition 7.4 — Cas général

Soient un entier n > 2 et A;,A,,...,A,, n ensembles finis disjoints deux a deux.
Nous disposons de 'égalité

k=1

Card (U Ak> = Z Card A;,.
k=1
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Démonstration

On procede par récurrence. Soit & le prédicat a une variable défini sur N\ {0 ; 1}
par :

P(n) : Card (U Ak) =) Card A;.
k=1 k=1
Initialisation
En appliquant la proposition 7.2 au rang n = 2, puisque A; N Ay = &, nous avons

Card(A; U Ay) = Card A; + Card As.
Ainsi, (2) est vrai.
Hérédité

Supposons #(n) vrai au rang n > 2 par hypothése de récurrence. Montrons que
P(n+ 1) est vrai.

Il vient »
Card (U Ak> = Card (U Ak U An+1) 5
k=1 k=1
Or les ensembles Ay, As,..., A,, A,1 sont disjoints deux a deux. Il en résulte

(Lnj Ak) NApy1 = Lnj (ArNAp) = @.

k=1 k=1

En appliquant la proposition 7.2 avec A = U Ag et B = A, 1, puis I'hypothese de
k=1
récurrence, nous obtenons

n+1 n
Card < U Ak> = Z Card Ay, + Card A, 11
k=1 k=1
n+1
= Z Card Ak

k=1

Le prédicat & est donc héréditaire.

En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons que &?(n) est vrai pour
tout n > 2.

Ainsi :

Vn >2, Card (U Ak) = Z Card Ay,.
k=1

k=1

Proposition 7.5 — Cas général, lorsque AN B # O

Soient A et B deux ensembles finis. Nous disposons de 1'égalité

Card(AU B) = Card A + Card B — Card(A N B).
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Démonstration

On suppose que AN B # @.
Soit A; = A\ B, I'ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas a AN B.
D’une part, on a :

AANANB)=@ et A U(ANB)=A.
En appliquant le principe d’additivité, il vient :
Card(A;) + Card(A N B) = Card(A),

ce qui donne
Card(A;) = Card(A) — Card(AN B).

D’autre part, on remarque que
AiUB=AUB, avec AiNB=0.
A nouveau, par additivité, il vient :
Card(A U B) = Card(A; U B) = Card(A4,) + Card(B),
ce qui donne
Card(A;) = Card(A U B) — Card(B).

Des deux expressions de Card Ay, on déduit :
Card(A) — Card(AN B) = Card(AU B) — Card(B).
Ainsi, on conclut que

Card(AU B) = Card A + Card B — Card(A N B).

Exemple 7.2

Au cours d’un sondage pour un référendum local, deux questions sont posées a une
centaine de personnes :

— 65 personnes répondent « Oui » a la premiere question.
— 51 personnes répondent « Oui » a la seconde question.
— 46 personnes répondent « Oui » aux deux questions.
Combien de personnes répondent « Oui » a 'une ou 'autre des deux questions ?
Considérons les deux ensembles finis suivants :
A : Pensemble des personnes qui répondent « Oui » a la premiére question,
B : 'ensemble des personnes qui répondent « Oui » a la seconde question.
Il s’agit de calculer Card(A U B). 1l vient :
Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B)
=65+ 51 — 46
= 70.

Ainsi, 70 personnes ont répondu « Oui » a au moins une question.
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7.3 Produit cartésien (rappels)

Définition 7.2 — Couple

Soient A et B deux ensembles, a € A et b € B.
Le couple formé par les éléments a et b, noté (a,b), est la donnée de a et b dans cet
ordre.

Remarque

Cela signifie qu’en général :

(a,b) # (b,a).

Définition 7.3 — Produit cartésien

Soient A et B deux ensembles.
Le produit cartésien de ces deux ensembles, noté A x B, est I’ensemble des couples
(a,b) tels que a € A et b € B. En d’autres termes :

Ax B={(ab)|(ac A)A®e B}

Remarque

— Ax g =0.
— Pour tous les ensembles A et B, A x B # B x A.

Définition 7.4 — n-uplet

Soient un entier n > 2 et Ay,As, ..., A, n ensembles.
Le n-uplet formé par les éléments a; € Ay, as € As, ..., a, € A, n0té (ay,as,...,a,)
est la donnée de aq,as, ... ,a, dans cet ordre.

Définition 7.5 — Produit cartésien de n ensembles

Soient un entier n > 2 et Ay,A,, ..., A, n ensembles.
Le produit cartésien de ces n ensembles, noté

I] 4= A1 x Ay x -+ x A,
k=1

est I’ensemble des n-uplets (aj,aq, ... ,a,) tels que a; € Ay, as € As, ..., a, € A,.
En d’autres termes :

ﬁAk = {(al,ag,. .. ,an) | ((11 € Al) VAN (&2 € Ag) VANEEIVAY ((In € An)}
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Définition 7.6

Solent un entier n > 2 et A un ensemble non vide.
On pose :
A" = A X Ax---x A.

'
n fois

7.4 Principe multiplicatif

Proposition 7.6 — Principe multiplicatif

Soient A et B deux ensembles finis.
Nous disposons de 'égalité

Card(A x B) = Card(A) x Card(B).

Démonstration

Soit (a,b) € N2. On pose Card(A) = a et Card(B) = b.
Il y a donc a choix possibles pour la premiere composante d’un couple de A x B,
et b choix pour la seconde composante de ce couple.
Ainsi, pour chaque choix de la premiére composante, il y a b choix possibles pour la
seconde composante. Puisqu’on répete ce choix a fois, il y a a x b couples possibles
dans A X B.
D’ou :

Card(A x B) = Card(A) x Card(B).

Proposition 7.7 — Cas général

Soient un entier n > 2 et Ay,A,, ..., A, n ensembles. Nous disposons de 1’égalité

ard(li[ ) ]i[ardAk

Démonstration

On procede par récurrence. Soit & le prédicat de la variable n défini sur N\ {0,1}
par :

P(n) : Card (ﬁ Ak> = ﬁ Card(Ay).

k=1 k=1
Initialisation
En appliquant la proposition 7.6 au rang n = 2, nous avons

Card(A; x Ay) = Card(A;) x Card(A,).

Ainsi, Z(2) est vraie.



74 CHAPITRE 7. COMBINATOIRE - DENOMBREMENT

Hérédité
Soit n > 2.
Supposons & (n) vraie (hypothese de récurrence). Montrons que & (n—+1) est vraie.

Il vient »
Card (H Ak> = Card <<H Ak> X An+1) .
k=1 k=1

En appliquant la proposition 7.6 avec A = H Ag et B = A, 1, puis I'hypothese de
k=1
récurrence, on obtient :

n+1 n
Card <H Ak> = Card (H Ak) x Card(A,+1)
k=1

k=1

= [] Card(4x) x Card(A,41) (dapres P (n))
k=1
n+1

= [] Card(Ay)

k=1

Le prédicat & est donc héréditaire.

En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons que & (n) est vraie pour
tout n > 2.

Ainsi :

Vn >2, Card (H Ak> = [] Card(Ax).

k=1 k=1

Remarque

Le principe multiplicatif peut étre énoncé de la fagon suivante : si une situation aléa-
toire comporte n choix, chaque choix ayant respectivement ay,as, . . . ,a, possibilités,
alors le nombres d’issues possibles est

ap X ag X =+ X Qp.

Exemple 7.3

Un chef cuisinier peut agrémenter deux recettes par le choix dune épice parmi
trois possibles. Dénombrons le nombre de plats différents que notre chef peut ainsi
proposer.

Nous désignons par :

— R = {ry,r2} Pensemble des deux recettes,
— FE = {e1,eq,e3} 'ensemble des trois épices.

Pour effectuer la recette r1, nous disposons de trois choix pour choisir 1’épice ac-
compagnant cette premiere recette.

De méme, pour effectuer la recette ro, nous disposons de trois choix pour choisir
I’épice accompagnant cette seconde recette.

Clairement, nous dénombrons ainsi 2 x 3 = 6 plats possibles.

En d’autres termes, ’ensemble des plats possibles est le produit cartésien R x F,
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c’est-a-dire

R x E = {(r,e1),(r1,e2),(r1,€3),(r2,€1),(r2,e2),(re,e3) }.

Nous observons que Card(R x E) = 6 = Card(R) x Card(F).

Exemple 7.4
On souhaite compter combien on peut écrire de nombres de 8 chiffres avec les 10
chiffres du systéeme décimal, le premier chiffre étant différent de 0.

— Pour le premier chiffre, nous disposons de 9 choix, puisque 0 est exclu.

— Du second au huitieme chiffre, nous disposons pour chacun de 10 choix.

En appliquant le principe multiplicatif, nous dénombrons 9 x 107 nombres de huit
chiffres, le premier chiffre étant non nul, ¢’est-a-dire 90 millions d’issues possibles ¢.
Nous pouvons observer, dans cet exemple, que toute tentative d’obtention de tous
les 8-uplets par une arborescence est vouée a 1’échec.

Nous pouvons étre plus restrictif en se demandant combien on peut écrire de
nombres de 8 chiffres distincts avec les 10 chiffres du systeme décimal, le premier
chiffre étant différent de 0. Ainsi pour :

— le premier chiffre, nous disposons de 9 choix, en excluant 0,

— le second chiffre, nous disposons encore de 9 choix car 0 est maintenant un
choix possible,

— le troisieme chiffre, il reste 8 choix,
— le quatrieme chiffre, il reste 7 choix,
— etc.

— le huitieme, il reste 3 choix.

En appliquant le principe multiplicatif, on obtient 92 x 8 x 7 x - -+ x 3 = 1 632 960
nombres de huit chiffres distincts, le premier chiffre étant non nul.

a. Nous pouvions aussi remarquer que les nombres a 8 chiffres dont le premier est différent de 0
sont les nombres compris entre 10 000 000 et 99 999 999, ce qui fait bien 90 millions de possibilités.

Proposition 7.8 — Cardinal de A"

Soit A un ensemble fini. Pour tout n € N*, on a :

Card (A") = (Card(A))n.

Démonstration

Il suffit d’appliquer la proposition 7.7 avec A; = Ay, =--- = A, = A.

Exemple 7.5

Pour tout n € N*, on a :
Card ({0,1}") =2,



76 CHAPITRE 7. COMBINATOIRE - DENOMBREMENT

ce qui signifie qu’on dénombre 2" n-uplets constitués de 0 ou 1.

7.5 Listes avec répétitions

Définition 7.7 — k-liste avec répétitions

Soient £ un ensemble de cardinal n € N* et k € N*,

Une k-liste avec répétitions d’éléments de E est une suite ordonnée de k éléments
de F distincts ou non.

En d’autres termes, une k-liste avec répétitions d’éléments de E est un k-uplet
d’éléments de E.

Remarque

o La contrainte « avec répétitions » permet d’avoir k > n.

o Une k-liste avec répétitions d’éléments est parfois appelée un arrangement
avec répétitions de k éléments de E.

Exemple 7.6 — Tirage successif avec remise

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. Une 3-liste avec répétitions d’élé-
ments de '’ensemble des ces n boules est un tirage successif de trois boules avec
remise dans cette urne. Pour le choix de :

— la premiere boule, nous avons n possibilités,
— la seconde boule, nous avons encore n possibilités,
— la troisieme boule, nous avons toujours n possibilités.

Le principe multiplicatif induit que le nombre de 3-listes est n®.

Proposition 7.9 — Dénombrement des k-listes avec répétitions

Soient E un ensemble de cardinal n € N* et k € N*.
Le nombre de k-listes avec répétitions d’éléments de E est n*.

Démonstration

Pour choisir :
— le premier élément, nous disposons de n possibilités,
— le second élément, nous disposons encore de n possibilités,

— le k-ieme élément, nous disposons toujours de n possibilités.
En appliquant le principe multiplicatif, le nombre de k-listes avec répétitions obte-
nues a partir des n éléments de E est

@xnxnx---xn:nk.

~z
k facteurs



7.6. LISTES SANS REPETITION 77

Remarque

o Une k-liste avec répétitions étant un k-uplet d’éléments de E, c¢’est-a-dire un
élément de E*, nous pouvons également dénombrer les k-uplets d’éléments de
E, en appliquant la proposition 7.9, soit

Card(E*) = (Card E)* = nk.

e Soient £/ un ensemble de cardinal n € N* et k € N*. Une k-liste avec ré-
pétitions d’éléments de E est une fonction définie sur [1,k] & valeurs dans

E.

On dit aussi que cette k-liste est une application de [1,k] dans E. Par consé-
quent le nombre d’applications de [1,k] dans E est n*.

Par exemple, une application de [1,4] dans E = {a,b,c} est définie par

f() = [f(2) =a, f3) =bet f(4) =¢,

ce qui donne la 4-liste avec répétitions (a,a,b,c) . Nous comptons 3* = 81
applications de [1,4] dans F = {a,b,c}.

7.6 Listes sans répétition

Définition 7.8 — k-liste sans répétition

Soient £ un ensemble de cardinal n € N* et k € N*,

Une k-liste sans répétition d’éléments de E est une suite ordonnée de k éléments
distincts de E.

En d’autres termes, une k-liste sans répétition d’éléments de E est un k-uplet d’élé-
ments distincts de F.

Remarque

o Sans répétition impose k < n.

e Une k-liste sans répétition d’éléments est aussi nommée arrangement de &
éléments parmi les n éléments de F.

e Dans une urne contenant n boules, une k-liste sans répétition d’éléments de
I’ensemble de ces n boules est un tirage successif de k boules sans remise dans
cette urne.

Exemple 7.7

Une finale olympique du 10 000 m comporte 23 concurrents. Nous dénombrons le
nombre de possibilités de monter sur le podium.

Un podium est une 3-liste sans répétition constituée par 3 coureurs parmi les 23 au
départ.

Pour :

— le gagnant, nous avons 23 possibilités,
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— le second, il reste 22 possibilités,
— le troisieme, il nous reste 21 possibilités.

En appliquant le principe multiplicatif, le nombre de podium est

23 x 22 x 21 =10 626.

Proposition 7.10 — Dénombrement des k-listes sans répétition

Soient £ un ensemble de cardinal n € N* et k € N* avec &k < n.
Le nombre de k-listes sans répétition d’éléments de E, noté A*, est

A — n!

v m:?(n—l)(n—2)~--(n—k+1l.

N
k facteurs

Démonstration

Soit une k-liste sans répétition d’éléments de F.
Pour le choix :

— du premier élément, nous disposons de n possibilités,
— du second élément, nous disposons de n — 1 possibilités,

— du troisieme élément, nous disposons de n — 2 possibilités,

— du k-iéme élément, nous disposons de n — (k — 1) = n — k + 1 possibilités.

En appliquant le principe multiplicatif, le nombre de k-listes sans répétition obte-

nues a partir des n éléments de E est :

AZ:?(n—l)(n—Q)-u(n—kle)

7

TV
k facteurs

nn—1)n—-2)---n—k+)(n—k)n—k—1)---x2x1

n—k)n—k—1)---x2x1
n!
(n—k)!

Une k-liste sans répétition d’'un ensemble F de cardinal n € N* est une application
injective de [1,k] dans E, ce qui signifie

V(ad) € [LE], fla)=f(b) = a=b.

Par exemple, une application injective de [1,3] dans E = {a,b,c,d} est définie par

() =a, f(2) =cet f(3) =0,

ce qui donne la 3-liste sans répétition (a,c,b). Nous dénombrons A3 =4 x 3 x 2 = 24

applications injectives (ou 3-listes sans répétition) dans ce cas.
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Remarque — Algorithme restituant le calcul de A”, les entiers n et k étant

no

choisis par 'utilisateur.

i1 def arrangement(n,k)

2 if k >n :

3 a=20

4 else :

5 a =1

6 for i in range(l,k+1)
7 a=a*(n-i+1)

5 return(a)

7.7 Permutations

Définition 7.9 — Permutation

Soit E un ensemble de cardinal n € N*. Une permutation de E est une n-liste sans
répétition des n éléments de F.
L’ensemble des permutations de E est noté &(E).

Remarque

Une permutation de F est aussi :

— un arrangement de n éléments choisis parmi les n éléments de F,
— une application injective de [1,n] dans E.

— Plus précisément, puisque Card F = Card[1,n], une permutation de E est
une bijection f de [1,n] sur E. Ainsi, &(F) est 'ensemble des bijections de
EOlnl,

Exemple 7.8

Combien y-a-t-il de fagons de placer six invités autour d’une table comportant six
chaises ?

Il s’agit de dénombrer les permutations d’un ensemble de cardinal 6, c’est-a-dire le
nombre de 6-listes de cet ensemble, soit AS.

On obtient 6l
Al = ——— = 6! = 720.
" (6-6)
Cela revient également a déterminer le nombre de bijections de I’ensemble des six
invités sur l'ensemble des six chaises. En d’autres termes, en désignant par Sg

I'ensemble des bijections de [1,6] sur lui-méme, nous en déduisons

Card 66 = 720.

Notation Pour n € N*, I'ensemble des bijections de [1,n] sur lui-méme, donc des per-
mutations de [1,n], est noté &,, (donc &,, = S([1,n])).
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Proposition 7.11 — Cardinal de G(FE)

Soit E un ensemble de cardinal n € N*.
Le nombre de permutations de F est égal a n!. En d’autres termes :

Card 6(E) = nl.

Démonstration

Le nombre de permutations des éléments de E est le nombre A7 des n-listes sans
répétition des n éléments de E.
Ainsi, on obtient

CardGS(E)=A' = —— =nl.

Exemple 7.9 — Anagrammes

Un mot, méme sans signification, formé avec les lettres du prénom FRANCOIS est
un anagramme.
Un anagramme est donc une permutation de ’ensemble des 8 lettres

{F,R, A, N, C, 0,18}

Nous dénombrons 8! = 40 320 anagrammes du mot FRANCOIS.

Nous observons que ce mot est formé de 3 voyelles A, O, I et de 5 consonnes F, R,
N, C, S.

Nous dénombrons a présent les anagrammes qui commencent et se terminent par
une voyelle.

Nous commencons par déterminer le nombre de choix dont nous disposons pour dé-
buter et terminer par une voyelle, ce qui revient a évaluer le nombre d’arrangements
de 2 voyelles parmi 3, soit

3|
(3_2)

Al = = 3! = 6.

Pour chaque choix de deux voyelles, nous avons 6! = 720 fagons de permuter les 6
lettres restantes.

En appliquant le principe multiplicatif, nous obtenons 6 x 720 = 4320 anagrammes
du mot FRANCOIS qui commencent et se terminent par une voyelle.

7.8 Combinaisons

7.8.1 Cecefficients binomiaux

Définition 7.10 — Combinaison

Soient £ un ensemble de cardinal n € N et k € N avec £ < n.
Une combinaison de k éléments de E est une partie de F qui contient k& éléments.
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Exemple 7.10

Soit £ = {a,b,c,d} un ensemble de cardinal 4. Nous donnons les combinaisons de F
composées de 3 éléments de E. Nous en comptons 4 qui sont

{a,b,c};{a,b,d};{a,c,d};{b,c,d}.
Chaque combinaison a 3 éléments génere 3! = 6 3-listes sans répétition. En désignant

4
par | (lire « 3 parmi 4 ») le nombre de combinaisons ayant 3 éléments et en

appliquant le principe multiplicatif, nous obtenons

4 (4 A3
A3 =3l x (3), soit <3) = 3—!4.

Définition 7.11 — Nombre de combinaisons a k éléments

Soient E un ensemble de cardinal n € N et k£ € N avec k£ < n.
n
Le nombre de combinaisons de £’ composées de k éléments de E est noté ( k) (lire

« k parmi n »).

Remarque

n
. (k) est parfois noté C.

n
* € N*. Cet entier est appelé ceefficient binomial, terminologie qui sera

justifiée a la section 7.9.

e Pour tout entier naturel n, dans un ensemble de cardinal n, en dénombrant
le nombre de parties ayant :

12 n

— 1 élément, nous avons (1) =n,
Ry n

— n éléments, nous avons =1,
n

n
— 0 élément, nous avons <O) =1, car & est la seule partie de E n’ayant

aucun élément.

e Dans une urne, il y a n boules. Une combinaison de k éléments de ’ensemble
de ces n boules est un tirage simultané de k£ boules dans cette urne.

n
Nous dénombrons ainsi ( k) tirages simultanés de k boules dans I'urne.
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Proposition 7.12 — Calcul des ccefficients binomiaux

Soient £ un ensemble de cardinal n € N et k € N avec k£ < n.
On a alors :

n) Af n!

1 T kl(n — k)
Démonstration

On sait qu’il y a parties de F constituées de k éléments.

n
k
Pour 7 € [[1,(2’)]], on appelle Ej; les parties de E constituées de k éléments.
Chacune de ces parties Ej; engendre d’apres la proposition 7.11 k! k-listes sans
répétition des éléments de cette partie (ce sont les permutations de cette partie).

L’ensemble des k-listes sans répétition des éléments de E est donc ['union de toutes
les permutations de chacune des parties Ej ;, soit :

(%)
U S(Ek,).

i=1
En appliquant le principe additif, on obtient :
(%) )

AF = Card | | S(Ex,) > Card [&(E,)] = k!

=1 =1 =1

On en déduit :

, ce qui donne enfin :

n n!
(k) Tkl —k)

Exemple 7.11 — Combinaisons et probabilités.

Nous prélevons au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

L’ensemble €2 des issues possibles est I’ensemble des combinaisons de 5 cartes parmi
32.

Le nombre de tirages possibles est

2
Card () = (35> = 201 376.

Considérons ’événement A : « tirer 5 cartes ne contenant aucun roi ».
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Les issues qui réalisent A sont les tirages de 5 cartes parmi les 28 cartes non roi.

Nous en déduisons que
2
Card A = ( 58> = 98 280,

ce qui donne
~ Card A

P(4) = Card Q

Nous en déduisons la probabilité de I'événement B : « tirer 5 cartes contenant au
moins un roi » puisque

~ 0,49.

P(B) = P(A) = 1 — P(A) ~ 0,51.

7.8.2 Propriétés des coefficients binomiaux

Proposition 7.13 — Symétrie des ccefficients binomiaux

Soient n € N et k € [0,n].
On a :

Démonstration

Soit E un ensemble de cardinal n.

A chaque partie Ej, de E ayant k éléments, nous pouvons associer d’une facon
unique son complémentaire ), qui est un sous-ensemble de £ de cardinal n — k.
Le nombre de parties de E a k éléments est donc égal au nombre de parties de E
ayant n — k éléments, ce qui justifie I’égalité attendue, c¢’est-a-dire

(£)=(5)

Remarque

e Pour tout n € N*, nous avons

(2)-)-

o Il est possible de prouver cette propriété par un calcul direct. En effet, nous

n n! n! n
(n - k:) T m—k)n—-m—k) K-k (k)

Nous avons préféré passer par une approche ensembliste, qui nous semble plus
intuitive.
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Exemple 7.12

Pour tout n € N*, on a :

n+1 (n+1)n &
()

zn:k— n+1 _(n+1
= \n+1-2) \n-1)

Proposition 7.14 — Relation de Pascal

Soient un entier n > 2 et k un entier naturel tel que k£ € [1,n — 1]. Nous disposons
de la relation

n\y (n-—1 i n—1

k] \ k k—1)

Soient F un ensemble de cardinal n > 2, a un élément fixé de E et k un entier
naturel tel que k € [1,n — 1].

Dans I’ensemble des parties de E/ ayant £ éléments nous distinguons, par disjonction,
deux cas.

1°* cas : les parties de E a k éléments qui ne contiennent pas a.

Ce sont les parties a k éléments choisis parmi les n — 1 éléments de E distincts de

On en déduit :

Démonstration

n—1
Nous en dénombrons
2¢ cas : les parties de F a k éléments qui contiennent a.
L’élément a étant choisi, il s’agit des parties de F a k — 1 éléments choisis parmi
les n — 1 éléments de E différents de a.

n—1
Nous en dénombrons b1
Nous avons ainsi défini une partition de I’ensemble des parties de E ayant k élé-

ments.
En appliquant le principe additif, nous obtenons la relation de Pascal, soit

(1) =)+ G2)

Nous pouvons aussi démontrer la relation de Pascal par un calcul direct.

Remarque
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COMBINAISONS

1

La relation de Pascal permet d’obtenir le triangle de Pascal qui restitue num

les premiers coefficients b

7.8.3 'Triangle de Pascal

7.8.

) . On observe

a
b

3

que le tableau se construit ligne par ligne en utilisant la relation de Pascal et en ajoutant

inomia

k

3
1 » a droite.

La case de ligne a et de colonne b correspond au ccefficient b
is un nouveau «

haque fo

\

a C
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On peut aussi construire le triangle de Pascal de maniere pyramidale :

n=2~0 1
n=1 11
n=>2 121
n=3 1331
n=4 14641
n==>5 15101051
n==~6 1615201561

7.9 BinOme de Newton

Soient a et b deux réels. Nous savons que
(a+b)* = a® + 3ab + 3ab® + b*.

On observe alors :

. 3 3 3 3\,
3 _ 3 2 2 3
(a+b)° = (0>a + (1>a b+ (2>ab + <3)b
= 23: (3> a v
o \F
Proposition 7.15 — Formule du bindme de Newton

Soient a et b deux réels. Pour tout entier naturel n, on a :

(a+b)" = i (Z) p——

k=0

Démonstration

Nous démontrons cette égalité par récurrence.
Soient a et b deux réels.
Soit Z(n) la propriété définie sur N par

Initialisation
On a :

(a+b)°=1= <8) a’t’,

ce qui justifie la formule du bindme au rang n = 0.

Hérédité
Soit n € N. On suppose & (n) vraie au rang n. Montrons que & (n + 1) est vraie,
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c’est-a-dire

n+1
(a+b)m =3 (n Z 1>an+1—kbkz.

k=0

On a (a+b)"™ = (a + b)(a + b)".
En appliquant 'hypothese de récurrence, il vient

(a+b)" = (a+b) zi: (Z) a" ok

n n—1
Y 41 Y nv1-kpk N\ p—kpk+l Yot
= a + g ( )a b + g ( )a b —|—< )b
(0) = k - k n

Dans la somme Z ) kA1 nous effectuons un changement d’indice en posant
k=

k
j=k+1( onadonc

vient
ni:l (n) akpRL — zn: < )an+1—jbj _ zn: ( n )an—'rl—kbk.
im0 \F S\ 1 = \k-1
Comme (L 1 ntl ,on a
0] n+1
(CL + b)n+1 — ( ) n+1 Xn: < ) n+1— kbk 4 Z <k 1>an+1kbk + <n> bn+1
— n
_(n+1 ntl . il n+1\ ..
=0 e £ () (D) e ()

En appliquant la relation de Pascal, on obtient :

= n n nt+l—kpk ~ (1N gk
b® = b

qui nous permet de déduire

+1 “(n+1 n+1
pyntl — (" n+1 n+l-kpk prtl
(a+Db) ( 0 )a + ;::1 p e + nt 1
- %1 <n N 1) a" R

On a donc #(n + 1). La propriété est héréditaire.

. Comme les indices de sommation sont muets, il

= &
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D’apres le principe de récurrence, &?(n) est donc vraie pour tout n € N.
On a donc :

VneN, (a+b)"=Y <Z> a"Fk,

k=0

Remarque

— Puisque (a+b)" = (b+a)", la formule du binéme est symétrique par rapport
aux réels a et b, ¢’est-a-dire

VneN, 3 (Z) M

k=0

— Nous avons

VneN, (a—0b)"=(a+(-b)" = fj (Z) (—1)*a" "ok

Exemple 7.13 — Somme des coefficients binomiaux
Appliquons la formule du binéme dans le cas particulier « = b = 1. On obtient :
A+ =3 ")k,
im0 \F

ce qui donne

VneN, Y (Z) —on,

k=0

Proposition 7.16

Soit F un ensemble de cardinal n € N.
Nous disposons de 'égalité
Card P(E) = 2".

Démonstration

Nous désignons par &, ’ensemble des parties de E ayant k éléments, avec 0 < k < n.
Lorsque k décrit [0,n], les ensembles & forment une partition de P(E).
En appliquant le principe additif et le résultat de 'exemple 7.13, nous en déduisons

Card P(E) = 3" Card(£) = 3 (Z) — o,

k=0 k=0
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Proposition 7.17 — Inégalité de Bernoulli

Pour tout entier naturel n et tout réel a positif, nous avons

(14+a)" >1+na.

Démonstration

Nous avons déja prouvé cette inégalité dans l'exercice 12 du TDG6.
Nous en donnons une autre preuve en utilisant la formule du binoéme.
Soit a € R, et n € N. Nous avons

1+a)"=> <n>ak =1l+na+), <n>ak.
im0 \F = \F
Puisque a > 0 et n € N, nous en déduisons
(I1+a)"—(1+na) =) (Z)ak > 0,
k=2

ce qui prouve
VneN,VaeR,, (1+a)">1+na.
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La notion de suite est essentielle puisque c¢’est un pré-requis a une branche importante
des mathématiques que ’'on nomme mathématiques « discrétes ». Le terme « discret » est
proposé en opposition au terme « continu » comme par exemple une variable réelle.

Il s’agit donc de considérer une suite comme un « processus » qui dépend d’une variable
entiere, et plus précisément comme une fonction définie sur N (ou sur une partie de N).

Des a présent, nous précisons que I'étude d’une suite est différente de ’étude d’une
fonction d’une variable réelle. En effet, dans 'ensemble des entiers naturels, nous ne
disposons pas de la notion d’intervalle de R. Ainsi, la notion de limite en un point et de
dérivabilité ne sont plus adaptées pour ’étude d’une suite. Nous conservons cependant,
comme nous ’avons vu en classe de Premiere, des propriétés qualitatives d’une fonction
comme celles qui sont liées a 'ordre dans N, c’est-a-dire les notions de sens de variations,
de majorant ou de minorant (comme étudié au chapitre 4).

En terme de limite, la seule observation qui a du sens, pour une variable entiere n, est
lorsque n tend vers +4-o0.
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Ceci sera pour nous une premiere incursion dans le langage des limites finies ou infinies
lorsque n tend vers 4oc.

La notion de suites est ancienne puisque, par exemple, Archimede, au I1I° siecle avant
notre ere, a utilisé des suites pour encadrer 7.

Au XVII®, XVIII® et XIXe¢ siecles, de nombreux mathématiciens se sont intéressés aux
suites, mais c’est avec Cauchy (1789-1857) et Peano (1858-1932) que la théorie a été
rigoureusement fondée telle que nous 'utilisons de nos jours.

Les suites sont utilisées dans de nombreux domaines. Citons par exemple :

— les sciences de la vie et de la terre, avec notamment la suite de Fibonacci ou la
datation du carbone 14,

— en physique, la théorie du signal et la science du numérique,
— en démographie, ’étude de différents modeles d’évolution des populations,

— en théorie du chaos, avec le concept de fractales.
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8.1 Suites convergentes

Dans ce paragraphe, pour alléger 1'exposé, nous supposons, sauf mention contraire,
que les suites considérées sont définies sur N.

8.1.1 Exemple introductif
On considére la suite (un) définie sur N* par

1
VneN, wu,=2+—.
n

Représentons graphiquement cette suite :

U, U1
3
R us U
ool T4 Us o Ug Uy ug U9 Ujg Up Uip U3 Us Ugs
| B Bt e el S TR AR e R e g
2
1,,
n

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

On observe sur cette figure que lorsque n devient grand, le réel u,, se rapproche de 2.

Comme en mathématiques, la précision est en général de mise, nous allons estimer a
partir de quelles valeurs de I’entier naturel n, nous pouvons affirmer que u,, est proche de
2 au dixieme pres.

Cela signifie que 'on souhaite prouver 'existence d’un entier naturel ng non nul tel
que, pour tout entier n € N*, on ait

1 1
n>ng —= 2——<u, <2+ —.
0 10 10
La difficulté est de comprendre ici qu’il s’agit de trouver une condition suffisante pour
1 1
ue 2 — — < u, <24+ —
d 10

10°
Nous avons les équivalences suivantes :

2 1< <2+1<:> 1< 2<1
10 = 10 10 > n 10
<— 1<1<1
10 n 10

Puisque n est un entier strictement positif, nous avons :

1 1
0<—<— <= n>10
n 10 "

< n>11.

1
< u, < 2+ —, il suffit que n > 11. Ainsi, ng = 11

P 7 t 2 -
ar consequent, pour que 10 10

convient.
Pour terminer cet exemple, nous proposons trois remarques importantes.
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1 1 1
e Sin > 11, alors 2 — 10 <u, <2+ 10 c’est-a-~dire |u, — 2| < 1o ¢ qui signifie que

la distance entre u,, et 2 est inférieure a 10 des que n > 11.

1
o Tous les termes de la suite (u,,) appartiennent a U'intervalle ouvert |2 — E,Q + ol
sauf un nombre fini d’entre eux car les termes uy,us,...,u19 n’appartiennent pas a

cet intervalle.

« Nous pouvons rendre u,, aussi proche de 2 que 'on veut, a partir d'un certain rang
p, en choisissant le niveau de précision souhaité.

8.1.2 Définitions d’une suite convergente

Définition 8.1 — Suite convergente

Soient (u,) une suite définie sur N et £ un réel.

La suite (u,) converge vers le réel £ si, et seulement si, tout intervalle ouvert I centré
en ¢ contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini d’entre eux.

On note dans ce cas :

lim w,=¢ ou wu, ——¢.

n—-+00o n—-+400o

| '

Remarque

Nous pouvons aussi énoncer cette définition par :
Tout intervalle ouvert I centré en £ contient tous les termes de la suite a partir
d’un certain rang.

Définition 8.2 — Suite convergente (formelle)

Formellement, la définition 8.1 s’écrit :

lim w,=¢ <= Ve >0,3Ing €N, Vn >ny, |u, — | <e.

n—-+4o0o

| V

Remarque

o Lorsque 1i£[_1 u, = £, nous pouvons préciser que ¢ est la limite de la suite
n—-—+0oo

(uy) car cette limite est unique. Ce résultat est démontré dans la partie 8.1.3
qui suit.

o Dans les définitions théoriques ci-dessus, le choix de l’entier ny dépend de
€ > 0, ce qui signifie aussi que ng est controlé par le réel € > 0. Cette remarque
est illustrée en détails dans ’exemple et la proposition qui suivent.

Exemple 8.1

Soit (vy) la suite définie sur N* par v, = —.
n

Une représentation graphique de cette suite nous permet de conjecturer que
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lim v, =0:
n—-+00

v
R
) pf\‘g;;”m U5 Y Ur U U n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Démontrons-le.
Soit un réel € > 0 donné. Pour tout entier naturel n non nul, — > 0.

2

1 1
Ainsi, v, <6 = S <e &= n>-—F% &= n2> + 1.
n

7=

L’entier ng = 4+ 1 convient.

rd

Proposition 8.1 — Suites de référence de limite nulle en +o0o

On dispose des résultats suivants :

1
e lim —k—O avec k € N*.
n—>+oon

e lim — =0.

n—+4o00 \/_

Démonstration
Le cas particulier ou k = 2 est traité dans ’exemple précedent.

e Pour k € N*| la preuve est la méme a condition de remplacer les équivalences

1 1 L 1
—<e <= n>— <<= n=|—|+1
n? NG Ve

par
1 1 S 1
ﬁ<€<:>n>%<:>n/ %_‘f‘l
1

L’entier ng = L%J + 1 convient alors.

e Montrons que h = 0.

In

Soit un réel € > 0 donné. Pour tout entier naturel n non nul,

1 1
<5<:>n><:>n2L

Vn g2

1
L’entier ng = L 2J + 1 convient.
€

1
€2J+1

En effet, pour tout entier naturel n non nul,
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i justifi lim — =0.
ce qui justifie que lim = 0

8.1.3 Unicité — Opérations sur les limites

Proposition 8.2 — Unicité de la limite

Soit (u,) une suite définie sur N.
Si cette suite converge vers un réel ¢, alors cette limite est unique.

Démonstration

Supposons que la suite (u,,) converge vers deux réels distincts ¢ et ¢'. Nous pouvons
supposer par exemple que £ > (.
Pour tout € > 0, nous avons :

dng € N, Vn > ng, |u, — | <e.
dng e N, Vn = ny, |lu, — 0] <e.

Nous observons, en appliquant I'inégalité triangulaire, que :
C—0=0—=0|=|(l —up) + (up — )] < |uy — ) + |u, — 2|

Nous en déduisons
n 2 max{ng,n} — (-0 < 2e.
Puisque € > 0 est quelconque, choisissons par exemple :
4
=—>

0.
4

g

Dans ce cas, nous avons

ce qui est absurde.
Par conséquent, si la suite (u,,) converge vers un réel, ce réel est unique.

Proposition 8.3 — Opérations sur les limites

Soient (uy,) et (v,) deux suites définies sur N qui convergent respectivement vers les
réels ¢ et ¢'. Nous avons

o lim (u,+uv,)=L0+7.

n—+oo
e lim au, =af, oua€R.
n—+oo
e lim wu, X v, =400,
n—-+oo
. Uy . " :
e« lim — = — a condition que ¢ # 0.

n—+oo U, o
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Démonstration

o Pour tout réel € > 0, puisque lirf u, = et lim v, = /¢, nous savons que :
n—-+00

n—-+00
g
dng € N, Vn = ny, |un—£|<§
7 g
ElnleN,Vn>n1, ’Un—€|<§

En utilisant I'inégalité triangulaire, pour tout entier n, nous obtenons :
|(t + vy) — (L + )] = (U, — £) + (v, — 0)|< |ty — €| + |v, — £'].

Posons ny = max{ng,n,}.

Pour tout entier naturel n > ns, nous avons
€ €
Nous en déduisons que, pour tout entier naturel n > ns,
|(un, +vn) — (L+ 0] <&,

ce qui prouve que lim (u, +v,) =0+ /.
n—-+0oo
o Soit a € R. Pour tout réel € > 0, nous savons que :

5
dng € N, Vn = ng, |u, — | < —.

|
Or

Ainsi, pour tout entier naturel n > ng,
lau, —al] <e,
ce qui prouve que lim au, = of.
n——+o0o

o Pour tout réel ¢ > 0, puisque lim wu, =fet lim v, = ¢, nous savons que :
n—+oo n—+oo

dng € N, Vn > ny, ]un—€\<\/§

dn, € N, Vn > nq, |vn—€’|<\/§

Par ailleurs, comme on a (d’apres les points précédents) lim (', + lv,) =

n—+

200", on sait aussi que :

Tng € N, V1 = ng, |t + Lo, — 200'] < %
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En utilisant I'inégalité triangulaire, pour tout entier naturel n, nous avons

[upvy, — 00| = |(uy, — ) (v, — €') + (C'uyy + Lo, — 2007
< up — v, — O] + |0 uy, + b, — 200'].
Posons ng = max{ng,ni,ns}.
Pour tout entier naturel n > ng, nous avons
€

n— L, = 0| <
= Lllen — €] < 5

et |Cu, + lu, — 20| < g
Nous en déduisons que, pour tout entier naturel n > ns,

|upv, — 0| < g,
ce qui prouve que nglfoo UpVy, = 0.

, . . - . o .
Pour tout réel € > 0, puisque nl_l)r_{loo u, = £ et nl_lgloo v, =0 #0,8i ¢ #0

également, nous savons que :

el
dng € N, Vn = ng, |u, — €| < Ve
66’2
dny € N, Vn > ny, M < —
Comme ligl v, =0 # 0, il existe un entier ny tel que pour tout n > na,
n—-+0oo
él
|vn| = |2| > 0,

ce qui justifie que v,, ne s’annule pas au-dela du rang n..

Pour tout entier naturel n, nous avons :

u, F upl — vl

v, U

B |unl — vl
B ’Unm

v
Développons le numérateur :
Ul — vl = (uy, — O + 00" — vy,).
Donc, par inégalité triangulaire :
|unl’ — v l| < |un — L)€ + [€||v, — ']
Ainsi, nous avons :

|un — L[] + |€]|vn — €]

h [onl[€/]

U, L

v, Y

Posons ng = max{ng,ni,ns}.
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Pour tout entier naturel n > ns, nous avons :

o> 1] 12
Up| 2 — = — £ —
~ 2 lon] 12|

Nous déduisons que, pour tout entier naturel n > ns,

Up, !/ 2 / /
o~ 7| < gz (e = 11+ ellon = £1)
<Z (L,
AN 1T/

. . Unp,
ce qui prouve que lim — =
n—-+o0o Un

Jusqu’ici, on a supposé ¢ # 0. Si £ = 0,

N

lim w, = 0, ce qui peut s’écrire,
n—+oo

pour tout € > 0 :

el
dng € N, Vn = ng, |u,| < 5
Par ailleurs, on a :
un = 0] + |¥|vn — €] _ jun
|vn| €] Un
Or, pour tout n = ng, on a :
1 2
< =
loa] 12|
Cela nous permet de conclure que, pour tout entier naturel n > max{ng,na},
nous avons :
Un| |un| o 2lunl _2el] _
val ol Tl T 200
. lim % _g— ¢
ce qui prouve que lim o 0=

Remarque

En utilisant les opérations sur les limites et les limites nulles des suites de référence
en 400, nous pouvons déterminer la limite en 400 (si elle existe) de nombreuses
suites définies explicitement, sans avoir a utiliser les définitions formelles (e,ng).
Les exemples qui suivent illustrent cette remarque.
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Exemple 8.2 — Forme indéterminée 1

Nous considérons la suite (u,,) définie sur N par

2n — 1
Uy = )
n+1

o o 00
Quand n tend vers +00, nous observons une forme indéterminée du type « — ».
00

Pour lever cette indétermination, nous mettons en facteur n, au numérateur et au
dénominateur de 'expression de u,,.
Pour n > 1, il vient

Puisque
1 1
lim 2——=2 et lim 1+—=1%#0,
n—-+00 n n—-+o0o n
par quotient de ces deux limites, nous en déduisons

lim wu, = 2.
n—-+4o0o

Exemple 8.3
Soit la suite (v,,) définie pour tout entier n > 2 par

_2n—1
S on2—1"

Un

. Ve . V4 m
Quand n tend vers +o0o0, nous observons une forme indéterminée du type « — ».
00

Pour lever cette indétermination, nous mettons en facteur n au numérateur et n?
au dénominateur de ’expression de v,,.
Pour n > 2, il vient

1
n(Z—) 2_1 2_l
v — n/_ _ n 1 n
! 2 1 1 n i
Puisque
1 : 1 , 1
lim —=0, lim 2-—-—=2 et lim 1—-—=1,
n—+oo n, n—-+00 n n—-+00 n

par quotient et produit de ces limites, nous en déduisons

lim v, =0.
n—-+00
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8.1.4 Suites convergentes et inégalités

Théoréme 8.4 — Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes)

Soient (uy,), (v,) et (wy,) trois suites définies sur N et ¢ un réel.
Si

o les suites (v,) et (w,) convergent vers ¢,

e VneN, v, <u, <w,,

alors la suite (u,) converge vers /.
En d’autres termes,

(lim v, = lim wn:€>/\(‘v’n€N, Uy S Uy Sw,) = lim w, =¢.

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o

Démonstration

Puisque
li = 1 =
it U = i e = 6
nous pouvons affirmer que pour tout € > 0,
dng €N, Vn > ngy, v, €l —el+¢],

dng eN,Vn >2ny, w, €l —cl+el

Il en résulte que pour n > max(ng,n;), nous obtenons
{—e<v, <u, <w, <l+e.
Par conséquent, pour tout entier naturel n > max(ng,ny) :
l—e<u,<l+e <= |u,— (| <e.

Nous en concluons que la suite (u,,) converge vers le réel /.

Remarque

Le théoréeme demeure vrai en remplacant les inégalités larges par des inégalités
strictes.

Exemple 8.4

Nous considérons la suite (u,,) définie sur N* par

1

n

n

Nous ne pouvons pas utiliser les opérations sur les limites car la suite ((—1)") ne
converge pas.

D’ou l'efficacité dans ce cas du théoreme d’encadrement.

Pour tout entier n > 1, nous avons

1< (- <L
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Comme n > 0, nous en déduisons :

< Up <

Sl
S

1 1
Puisque lim —— = lim — = 0, nous en concluons, par encadrement, que la suite
n—+oo  n n—-+oo n,

(uy,) converge vers 0.

Corollaire 8.5

Soient (uy,), (v,) deux suites définies sur N et ¢ un réel.
Si
VneN, |lu,—¥¢ <v, et lim v, =0,

n—-+o00

alors la suite (u,) converge vers /.

Démonstration

Soit n € N. Nous avons
lup — € < v, <= —v, <up,—¥l<v, < L—v, <u, <L+ v,

Puisque lim v, = 0, nous en déduisons :
n—-+oo

lim {—v,= lim ¢(+4+wv, =1/,
n—-+o0o n—-+o0o

ce qui prouve, en appliquant le théoreme d’encadrement :

lim w, =¢.
n—-+4+o0o

Théoreme 8.6 — Passage a la limite sur une inégalité

Soient (u,,) une suite définie sur N, et ¢ un réel.
Si

e VneN, u, >0,

e (u,) converge vers /,

alors ¢ > 0.

Démonstration
Nous supposons par I'absurde que £ < 0.
Puisque lim wu, =/, on a
n—-+0o0o
Ve>0,3dng e N,Vn>=ng, wu,€ll—cl+el

En choisissant € = —¢ > 0, nous obtenons, pour tout entier naturel n > ny :

un, €]2¢,0],
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ce qui contredit la condition
VneN, wu,>0.

Nous en concluons que ¢ > 0.

Remarque

Nous retiendrons que le passage a la limite sur une inégalité stricte restitue une
inégalité large.

Corollaire 8.7

Soient (uy), (v,) deux suites définies sur N, £ et ¢’ deux réels.

Si

o les suites (u,) et (v,) convergent respectivement vers ¢ et ¢,
e Vn eN, u, > v,,
alors ¢ > 0.

Démonstration

Nous appliquons la proposition précédente a la suite (w,) définie sur N par
Wy, = Uy, — VUp.

Théoréme 8.8

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Soit (u,) une suite définie sur N.

» Nous supposons dans un premier temps que la suite (u,,) converge vers 0. En
choisissant, en particulier ¢ = 1 dans la définition de la convergence vers 0,
nous obtenons

dng € N, Vn = ng, |u,| < 1.
Soit M le réel défini par M = max{|uo|,|u1|, - .. ,|un,|,1}
Nous en déduisons que
VneN, |u,| <M,
ce qui justifie qu’une suite qui converge vers 0 est bornée.

» Nous considérons a présent une suite (u,) qui converge vers un réel £.
Puisque la suite (u,, — ¢) converge vers 0, cette derniere est bornée.

Par conséquent, nous avons

IMeR, VneN, |u,—{ <M
En appliquant l'inégalité triangulaire, pour tout n € N, il vient
|| = |(tn — €) + €] < |up — €] + 6] < M + ||

ce qui prouve qu'une suite qui converge vers un réel ¢ est bornée.
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Remarque

La réciproque est fausse. Contre exemple : la suite (u,,) définie sur N par u,, = (—1)",
est bornée par —1 et 1 mais elle diverge puisque cette suite n’a pas de limite en
+00.

8.2 Suites divergentes vers l’infini

8.2.1 Exemple introductif

1
Nous considérons la suite (u,) définie sur N par w, = inQ. Graphiquement, nous

obtenons :

Uy, ,
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Nous observons sur cette figure que lorsque n devient grand, le réel u,, est également
grand.
Dans le langage des limites, on dit que u,, tend vers 4+o0 lorsque n tend vers 400, ce

qui se note lim wu, = 4o00.
n—+00

Pour préciser cette notion de limite infinie, nous allons prouver que, un réel a > 0 étant
donné, tous les termes de la suite, a partir d’'un certain rang, appartiennent a l'intervalle
Ja, 4+ ool.

En effet, a > 0 étant donné, pour que u,, € |a, + ool il suffit que

1
Zn2>a = n> 2.

En posant ng = |2v/a] + 1, nous en déduisons, pour tout entier naturel n > ng > 2/a :

u, €la, + ool.

8.2.2 Définitions d’une suite divergente

Définition 8.3 — Divergence vers +oo

Soit (uy) une suite définie sur N.

On dit que cette suite admet pour limite +0o0 quand n tend vers 400, ou diverge
vers +00, si et seulement si, quel que soit le réel a > 0, tous les termes de la suite,
a partir d'un certain rang, appartiennent a I'intervalle ]a, + oo.

Dans ce cas, on note :

lim w, =+4+0cc ou wu, — +o0.
n—-+4o0o n—-+4o0o

En d’autres termes, lim wu, = 400 équivaut a
n—-+0oo

Ya>0,3no € N,Vn >ny, u, €la,+ ool

Définition 8.4 — Divergence vers —oo

Soit (u,) une suite définie sur N.

On dit que cette suite admet pour limite —oo quand n tend vers —oo, ou diverge
vers —oo, si et seulement si, quel que soit le réel a > 0, tous les termes de la suite,
a partir d'un certain rang, appartiennent a U'intervalle | — 0o,al.

Dans ce cas, on note :

lim w, =—-o0 ou wu, — —00.
n—-+o0o n—-+0o0o
En d’autres termes, lim wu, = —o0 équivaut a
n—-+0o0o

VYa>0,3Ing € N,Vn >ny, u,€]—o0,—al
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Remarque

Nous disposons de 1’équivalence suivante :

lim u, =400 < lim (—u,) = —o0.
n—-+oo n—-+oo

Proposition 8.9 — Suites de référence de limite infinie en 400

Nous disposons des résultat suivants :

e lim n*f = +o0, avec k € N¥,
n—-+o00

e lim \/_:‘I—OO-

n—-+0o0o

Démonstration

e Preuve de lim n* = 400, avec k € N*.
n——+o0o

Soit un réel a > 0.
Pour que n* > a, il suffit que n > ¥/a.
En posant ng = | &/n] + 1, nous en déduisons, pour tout n > ng > a :

n* €la, + oo,

ce qui prouve que lim n* = 400, avec k € N*.
n—-+o0o
k

e Preuvede lim n
n——+oo

Soit un réel a > 0.

= +o0.

Pour que \/n > a, il suffit que n > a?. En posant ng = |[a?] + 1, nous en
déduisons, pour tout n > ng > a? :

Vn €la, + oo,

ce qui prouve que lim = +4o00.
qui prouve que lim \/n

8.2.3 Opérations sur les suites de limite finie ou infinie

Pour déterminer la limite d’une somme, d’un produit ou d’un quotient de deux suites,
nous disposons des tableaux ci-apres.

Attention, dans les trois tableaux qui suivent, les « 7 » signifient la présence d'une
forme indéterminée.

e Limite d’une somme
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i || |l G )
l v e+ v
>0 ~+00 ~+00
(<0 +o00o +00
(>0 —00 —00
<0 —00 —00
400 400 400
—00 —00 —00
+00 —00 ?
e Limite d’un produit
i | o |t (o < )
14 v o
>0 +00 ~+o00
(<0 +00 —00
>0 —00 —00
<0 —00 ~+00
+00 +00 +00
—00 —00 +00
+00 —00 —00
+00 0 ?
— 00 0 ?

e Limite d’un quotient
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Jim | T v |l 2

1 0 #£0 7

l 00 0
+o0 ¢ >0 +o0
+00 <0 —00
—00 >0 —00
—00 <0 +00

00 00 ?
¢ >0 ou +0o ot +00
¢ >0 ou +o0 0~ —00
¢ <0 ou—oo 0* —00
¢ <0ou—o0 0~ —+00

0 0 ?

Exemple 8.5 — Cas d’indétermination 1

Nous considérons la suite (u,,) définie sur N par
Uup = 2n% — 3n + 1.

Il s’agit ici d'un trindme du second degré définie sur N.

Lorsque n tend vers +o00, nous observons une forme indéterminée du type « +00 —
00 ».

Pour lever cette indétermination, nous mettons en facteur n? dans I’expression de
Up.

Pour n > 1, il vient

3 1
un:n2<2——|—2>.
non
Puisque

3 1
lim <2—+>:2 et lim n?=+o0,

n—-+00 n n2 n——+0oo

par produit de ces deux limites, nous en déduisons

lim wu, = +o0.
n—-+00o

Exemple 8.6 — Cas d’indétermination 2
Nous considérons la suite (v,) définie a partir du rang 3 par

ond —1
n—2

VUp =
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. Ve . / m
Lorsque n tend vers 400, nous observons une forme indéterminée du type —.
00

3 au numérateur et n

Pour lever cette indétermination, nous mettons en facteur n
au dénominateur, dans I’expression de v,,.

Pour n > 3, il vient

v — _
(9
n n
Puisque
2
lim 2— — =2, lim 1—==1et lim n®=4o0.
n—+00 n3 n—~+00 n n—-+00

par quotient et produit de ces limites, nous en déduisons

lim v, = +o0.
n—-4oo

Exemple 8.7 — Cas d’indétermination 3

Nous considérons la suite (u,,) définie sur N par

Uy, =N — /1.

Lorsque n tend vers +00, nous observons une forme indéterminée du type « 400 —
00 ».

Pour lever cette indétermination, nous mettons en facteur n, dans I’expression de
Up.

Pour n > 1, il vient

1
Puisque
1
lim 1——=1 et lim n = +oo.
n—+4o00 \/ﬁ n—+4o00

par produit de ces limites, nous en déduisons
lim u, = +oo.

n—-+o0o

8.2.4 Limites infinies et inégalités

Théoréme 8.10 — Théoréme de comparaison

Soient (u,) et (v,) deux suites définies sur N telles que
VneN, u, <v,.

e Si lim wu, =400, alors lim v, = +oc.
n—-+00 n—-+0o0o

e Si lim v, =—oc, alors lim wu, = —o0.
n—-+00 n——+oo
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Démonstration

e Nous supposons que lim wu, = +o00, donc
n——+o0o

Va>0,3ng € N,Vn >ny, u, €]la,+ ool

Le réel a > 0 étant donné et puisque, pour tout n € N, nous avons u, < v,,
nous en déduisons, pour tout n > ng :

a < Up < Up,
ce qui implique, pour tout n > ng :
v, €la, + o],

ce qui justifie que

lim v, = +o0.
n—-+00

e Nous supposons que lim v, = —o0, ce qui donne
n——+o0o

Va>0,3Ino €N, Vn =ny, v, €]—o00,—al.

Le réel a > 0 étant donné et puisque, pour tout n € N, nous avons u, < v,,
nous en déduisons, pour tout n > ng :

Up L Uy < —a.

Par suite, nous obtenons
Uy €] — 00, — al,

ce qui justifie que

lim wu, = —o0.
n——+o0o

Exemple 8.8

Nous considérons la suite (u,) définie sur N par u,, = n? + (=1)".

Nous ne pouvons pas utiliser les opérations sur les limites car la suite ((—1)")
n’admet pas de limite.

Ainsi, nous procédons par encadrement et éventuellement par comparaison.

Pour tout entier n € N, nous avons

ce qui donne
n2—1<un<n2+1.

Nous n’employons pas ici le théoreme d’encadrement car ce dernier ne concerne que
des limites finies.
De la double inégalité ci-dessus, pour tout entier n € N, nous en déduisons

u, =n?— 1.
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Puisque de plus, Erf n? —1 = +o0o (par somme), nous appliquons le théoréme de

comparaison.

Nous en concluons que lim w, = 400.
n—-+0oo

8.3 Limite d’une suite géométrique

8.3.1 Limite de ¢"

Théoreme 8.11 — Limite de ¢"

Soient n € Net g € R\ {—1,1}.
Nous disposons de la disjonction suivante :

e sig>1, alors nl_l)I_{looq = +00.

* sig| < 1, alors n1_1}13()0(] — (0,

e si g < —1, alors la suite (¢™) n’a pas de limite en +o0.

Démonstration

Nous distinguons les trois cas par disjonction.
1°* cas. g > 1.
Nous posons a = ¢ — 1. Ainsi nous avons

a>0 et g=a+1.
Nous en déduisons, en appliquant I'inégalité de Bernoulli (proposition 7.17)
"=01+a)">214nae < ¢"=>1+n(g—1).

Puisque ¢ > 1, nous avons lir}rﬂ 1+n(qg—1) = 400, ce qui par comparaison donne
n—-+00

2¢ cas. |¢| < L.

Si g =0, alors 0" = 0, ce qui donne dans ce cas lim ¢" = 0.
n—-+o0o

Si ¢ # 0, comme |g| < 1, nous avons

1
— > 1.
lqi
Du premier cas, il résulte
1 n
lim <) = +400.
n——+0oo ‘ql

Nous en déduisons, en prenant la limite de 'inverse, que

Sl = Lo el =0,
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Pour tout entier naturel n, nous disposons de I’encadrement :
—¢" < ¢" < ¢,
ce qui, par le théoreme d’encadrement, permet de conclure que

3¢ cas. g < —1.
Pour tout entier naturel n, posons u, = ¢" et ¢ = —q.
Dans ce cas, nous avons ¢’ > 1 et nous obtenons

Nous considérons les deux suites (v,,) et (w,) définie par
Up = Ugn €t Wy = Uzn1.

Pour tout entier naturel n, nous en déduisons que

{vn = (=1)*¢*" = (¢?)"

_ 2n+1 . 2n+1 __ 2n+1 __ /
Wn = (1) g™ = ¢ = —qlu,

Puisque ¢’ > 1 implique ¢’* > 1, nous obtenons (d’aprés le premier point, puis par
produit et opposé) :

lim v, =400 et lim w, = —00
n—+o0o n—-+o0o

Nous en concluons que selon la parité de I'entier n, la suite (¢") diverge vers +oo
ou —oQ.

Nous admettons que dans cette configuration, la suite (¢") diverge et n’a pas de
limite.

Remarque

e Sig=1,alors ¢" =1"=1,donc lim ¢"=1.

n——+oo

e Sig= —1,alors ¢" = (—1)". Nous savons que cette suite n’a pas de limite.

e Si (u,) est une suite géométrique de premier terme ug et de raison
g € R\ {—1,1} nous savons que, pour tout entier naturel n,

n
Up = Upq .

Nous en déduisons le tableau suivant :
g<-—1 ‘ lq] <1 ‘ g>1

. 400 siug >0
lim wu, = )
n—r=00 —00 siug <0

lim w, =0

(u,) n’a pas de limite i




8.3. LIMITE D’UNE SUITE GEOMETRIQUE 113

Exemple 8.9

Nous étudions, lorsque n tend vers +o0o, le comportement de la suite (u,) définie

sur N par

3n _ 5TL

3n 4 5n
Nous observons une forme indéterminée du type « +00 — oo », au numérateur de
I’expression de u,,.
Pour lever cette indétermination, nous mettons en facteur 5" dans le numérateur
et le dénominateur de ’expression de u,,.

Pour n € N, il vient :
3" 3\"
7 (5-1) _(5) -
5n 5

U = =
() (5)
0 + 5 +
. 3 L 1ok
Puisque —1 < = < 1, nous en déduisons que

(3"
Jm <5> =0.

Par quotient de deux limites finies, nous en concluons

Uy —

lim wu, = —1.
n—-+oo

8.3.2 Limite de la somme des termes d’une suite géométrique

Proposition 8.12

Soit x € R tel que |z| < 1. Alors :

lim Zaz

n—>+oo gj

Démonstration
Pour tout entier naturel n et tout réel z # 1, nous avons
n 1— l.n—&—l

1—=x
Puisque |z| < 1, en appliquant le théoreme 8.11, nous obtenons

lim £ =0,
n—-+o00

ce qui donne
1 — n+1 1
lim Zx lim :1: =

n—>+oo n—+oco | — 1—2
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Exemple 8.10

Nous avons

Exemple 8.11

Nous cherchons le nombre rationnel r dont le développement décimal illimité, de
période 2, est 0,63 = 0,63636363636 . . ..

Pour tout entier n > 1, nous posons

rn = 0,6363...63
——

2n termes

Nous avons

= 0,63 +0,0063 4 - - - 4+ 0,00...0063
63 63 63
~ 100 1002 T To0m

" 63

= 2 it

k=0

63 & < 1 )"f
100 /= \ 100

1
Puisque 100‘ <1l,ona:
63 & ( 1 )’“ 63 1 63
m — — == — = —.
n—to0 100 /= \ 100 wo, 1 99 1
100
Or r= lim r,, donc
n—+o0o
7
r=——.
11

8.4 Limite et monotonie

8.4.1 Compléments sur ’ordre dans R

Les notions concernant 1’ordre sur R sont essentielles dans la suite de ce chapitre. Elles
ont été étudiées au chapitre 4, dans la section « Relations d’ordre », et il sera utile de les
revoir avant de poursuivre ce chapitre.

1l sera notamment important de maitriser les notions de majorant, minorant, extrema
(minimum ou mazximum) et leur unicité, bornes supérieure et inférieure, axiome de la
borne supérieure.
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8.4.2 Suite croissante majorée — décroissante minorée

Théoreme 8.13 — Théoreme de la convergence monotone

Soit (uy) une suite définie sur N.
 Si (uy,) est croissante et majorée, alors (u,) est convergente.

e Si (uy,) est décroissante et minorée, alors (u,,) est convergente.

Démonstration

 Soit (u,) une suite croissante majorée.
Considérons le sous-ensemble A de R tel que A = {u,, | n € N}.
Puisque ug € A, nous avons A # &.
Puisque (u,) est une suite majorée, il en est de méme de A.

Par conséquent, A est une partie non vide et majorée de R. En vertu de
I'axiome de la borne supérieure sur R (propriété 4.4), nous pouvons affirmer
que A admet une borne supérieure \.

Ceci signifie que X est le plus petit élément de I’ensemble des majorants de A.
Il en résulte que :
VneN, u, <A (%)
Ve>0,dno €N, up, >\ —c¢ ()
La suite (u,,) est croissante donc, pour tout entier naturel n > ng, nous avons
Up, 2= Up,.

En utilisant I’assertion (#x*), € > 0 étant donné, nous en déduisons que, pour
tout entier naturel n > ng :

Up = Upy > A — €.

En utilisant cette fois la proposition (%), pour tout entier naturel n > ny, il
vient :
A—e<u, <A\

Puisque € > 0, nous avons A < A + ¢, nous en concluons
Ve>0,3dno € N, Vn =ng, |u,— A <e,

ce qui prouve que la suite (u,) converge et que lirjp Up = A
n—-+0o0o

 Soit (u,) une suite décroissante et minorée. La suite (—u,) est croissante et
majorée donc cette suite est convergente.

Il en est de méme de la suite (u,,).
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Remarque

o Ce résultat est important car il permet de prouver I'existence implicite d'une
limite ¢, sans expliciter le réel /.

C’est, d’ailleurs souvent impossible d’exhiber une valeur exacte de /.

o Les réciproques sont fausses comme le justifie le contre-exemple suivant :

(-1

On consideére la suite (u,) définie sur N* par u,, =

La suite (u,) n’est pas monotone. Mais :

Vn e N u,| <

1
O
n
donc par encadrement, nous avons lim wu, = 0.
n——+00

o Par contre, une suite convergente est bornée comme le prouve le théoreme

8.8.

Exemple 8.12

Considérons la suite (u,) définie sur N par

Nous admettons que cette suite est majorée par 3.
De plus, pour tout n € N :
! >0
Upyl] — Up = ———— ,
ce qui justifie que cette suite est croissante.
En appliquant le théoreme de convergence monotone, nous en concluons que la suite
(uy,) converge vers un réel £ € [1,3].

8.4.3 Limite infinie et monotonie

Théoréme 8.14

Soit (u,) une suite définie sur N.
e Si (u,) est croissante et non majorée, alors (u,) diverge vers +o0.

o Si (uy) est décroissante et non minorée, alors (u,,) diverge vers —oo.

Démonstration

e Soient (u,) une suite non majorée et croissante et un réel A > 0.
Puisque la suite (u,) est non majorée, nous avons

HRQGN, Uny > A.

Puisque la suite (u,) est croissante, pour tout entier n > ng, nous avons
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Uiy 2 Wl

Nous en déduisons
VA>0,dng e N, Vn >ng, u, > A,

ce qui prouve que
lim wu,, = +oc.
n—-+o0o
 Soit (u,) une suite non minorée et décroissante. Dans ce cas, la suite (—uy,)

est majorée et croissante. Il en résulte

lim (—u,) = +o0.

n—>+oo( n)

ce qui implique

lim u, = —oc.
n—-+o0o

Exemple 8.13

Avec ce théoreme, nous prouverons dans 'exercice 6 du TDS8, la divergence de la
suite harmonique (h,,) définie sur N* par

b=

k=1

| =

8.5 Suites adjacentes

Définition 8.5

Soient (u,) et (v,) deux suites définies sur N.
On dit que ces deux suites sont adjacentes si et seulement si

lim v, —u, =0.

{(un) est croissante et (v,) est décroissante.
n——+00

Exemple 8.14

Nous considérons :
— lasuite (d,,) des valeurs approchées par défaut de V2 4107 pres, avec n € N*,
— la suite (e,) des valeurs approchées par exces de /2 a 107 pres, avec n € N*,
Nous avons
di =1,4;dy =1,41;d3 = 1,414, ...,
e1 = 1,55e0 = 1,42;e3 = 1,415, ...

Clairement, la suite (d,,) est croissante et la suite (e,) est décroissante.
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De plus, pour tout entier n € N*, nous avons e, — d,, = 107", ce qui justifie que

lim e, —d, =0.
n——+o00

Nous en concluons que ces deux suites sont adjacentes.

Proposition 8.15

Soient (u,) croissante et (v,) décroissante deux suites adjacentes définies sur N.
Nous disposons de I'inégalité :

VneN, wu, <v,.

Démonstration

Nous supposons par 'absurde
dng €N, Uy, > Upy-

Posons € = u,,, — v,,. Ainsi, nous avons € > 0.
Comme (u,,) est croissante et (v,) est décroissante, pour tout entier n > ny, il vient

Up 2 Upy €6 Uy S Upy = Up = Upy €6 — Uy =2 —Up,

= Up — Up = Upy — Up,-

Nous en déduisons
Vn 2= ng, u,—v,=>=c¢.

De plus, nous savons que lir_"I_l Up, — v, = 0. Il en résulte que
n——+0o0

dni e N, Vn>ny, u,—v, <ec.
Par suite, pour n > max{ng,n; }, nous obtenons simultanément
Up —Up =€ € u, —v, <¢,

ce qui est contradictoire.
Nous en concluons que
VneN, wu, <uv,.

Théoreme 8.16 — Propriétés des suites adjacentes

Soient (u,) croissante et (v,) décroissante, deux suites adjacentes définies sur N.
Nous disposons des propriétés suivantes :
o (u,) et (v,) convergent.

e Il existe un réel ¢ tel que lim wu, = lim v, = /.
n——+0o n—-+00

e VneN, u,<l<v,.
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Démonstration

» Nous savons que
VneN, u, <uv,.

De plus, puisque la suite (v,,) est décroissante, nous obtenons
VneN, v, <y

Par transitivité de la relation <, nous en déduisons
VneN, wu, <.

La suite (u,) est croissante et majorée par vg. Nous en concluons, par applica-
tion du théoréme de convergence monotone, que cette suite est convergente.

De la méme fagon, nous avons, puisque (u,) est croissante,
VneN, wu, > u.
Par conséquent, nous obtenons
VneN, v, > up.
La suite (v,,) est décroissante et minorée par uy, il en résulte, par application

du théoréme de convergence monotone, que cette suite est convergente.

e Posons lim u, =/fet lim v, =/¢. D’une part, nous avons
n——+00 n—-+0o

(-1 = nglfoo(u” — )

D’autre part, nous savons que lim (u, —v,) = 0.
n—-+0oo

Par unicité de la limite, nous obtenons ¢ — ¢ = 0, donc £ = ¢, ce qui prouve
que
d¢eR, lim wu,= lim v, =/,

n——+oo n—-+00

e Soient n et p deux entiers naturels tels que p > n.
Puisque (u,,) est croissante, nous avons u, > .

Lorsque p — 400, nous obtenons
VneN, (> u,.

De méme, pour p > n et puisque (v,,) est décroissante, nous avons v, < vy,.
Lorsque p — 400, nous obtenons :

VneN, (<,
Les deux inégalités obtenues prouvent que

VneN, wu, <l<u,.
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Remarque

e Lorsque deux suites sont adjacentes, 1'existence de leur limite commune est
implicite.
e La double inégalité u,, < ¢ < v, fournit une valeur approchée de /.

» Lorsque les deux suites (u,) et (v,) adjacentes sont strictement monotones,
nous disposons de la double inégalité stricte :

VneN, u,</l<uv,.

Exemple 8.15
Soient (u,) et (v,) deux suites définies sur N* par

| 1
n: —_— t n: n .
U kz::lk‘Q e ) U —|—n

Nous souhaitons montrer que ces deux suites sont adjacentes.

La suite (u,) est croissante. En effet, pour tout entier naturel n non nul, nous avons

1
n+l — Up = 7>0,
R P

ce qui justifie que la suite (u,) est croissante.

De plus, pour tout entier naturel n non nul, nous avons

1 1

Un+1—’£1n:un+1—un+n+1—g

1 11

B (n+1)2+n+1_ﬁ

B n nn+1)  (n+1)?

T an+1)2  an+12  nln+1)2

1
:_n(n+1)2 <0

Il en résulte que la suite (v,,) est décroissante.

Enfin, nous avons

1
lim (v, —u,) = lim —=0.
n—-+0o0o n—-+oo n,

Nous en concluons que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

En appliquant le théoreme 8.16, nous pouvons affirmer que ces deux suites
convergent vers un méme réel L.
De plus, nous avons

VneN, u, <L <,

Nous en déduisons que
OgL—ungvn_una



8.5. SUITES ADJACENTES 121

ce qui implique

VneN, 0<L—u,<—,
n

ce qui permet de proposer un algorithme qui restitue un entier N et une valeur
approchée de L a 1077 pres :

1 p=int (input("p="))

2 n =1

3 u=20

4+ while 1/n > 10**x(-p)
5 u=u+1/(n**2)

6 n=mn+1

7 print ("n=",n)
s print ("u=",u)
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qui sont voisines des bornes de son ensemble de définition, mais aussi en un point ou
elle est définie, ce qui introduit le concept de continuité qui sera développé au chapitre
suivant.

En ce qui concerne le cas d’une limite finie en un point, son étude a déja été développée
en Premiere, au chapitre sur les nombres dérivés.

Dans ce chapitre, nous présentons, en approfondissant, les points suivants :

— limite finie en l'infini,
— limite infinie en I'infini,
— limite infinie en un point.

Nous pouvons retenir que ce concept de limite est une premiére incursion dans ce qui
est appelé une étude locale d’une fonction, par opposition a une propriété globale, comme
par exemple le sens de variations d’une fonction sur un intervalle.

Nous insistons sur l'importance qu’il y a a dominer les connaissances sur la valeur
absolue afin de bien assimiler les approfondissements qui suivent.

Aux XVII® et XVIII® siecles, la notion de limite est utilisée par les mathématiciens
de fagon intuitive. C’est au XIX® siecle que le mathématicien frangais Louis-Augustin
Cauchy (1789-1857) et le mathématicien Karl Weierstrass (1815-1897) en proposent une
définition rigoureuse qui est celle que nous utilisons de nos jours.
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9.1 Limite finie en un point

La notion de limite finie en un point a déja été abordée en Premiere, en particulier
dans le cadre du calcul du nombre dérivé. Nous avons principalement étudié la limite en 0
d’une fonction. Nous approfondissons ici cette étude en I'étendant a n’importe quel point.

9.1.1 Définitions

Définition 9.1 — Limite finie en un point

Soit f une fonction définie sur une partie D de R et a un réel tel que D U {a}
contient un intervalle I tel que a € I.
On dit que f admet pour limite ¢ en a si et seulement si

}LILI(I) (fla+h)—10)=0.
Dans ce cas, nous notons

lim f(z) =¢ ou f(z)—¢.

r—a r—a

Remarque

La condition sur f dans la définition ci-dessus signifie que si f n’est pas définie en
a, alors cette fonction est définie pour tout réel proche de a.

Définition 9.2 — Limite finie en un point (formelle)

Soient a et ¢ deux réels.
Une fonction f définie sur une partie D de R a pour limite ¢ quand z tend vers a,
ce que 'on note

lim f(z) =¢ ou f(z)—¢,

r—a r—a

si, et seulement si :

Ve>0,dr>0,VzeD, |z —a|<r = |f(z)—{| <e.

Proposition 9.1

Avec les données de la définition, si la fonction f admet une limite £ en a et si f est
définie en a, alors £ = f(a).

Démonstration

Puisque ligl f(z) = ¢, pour tout £ > 0, il existe un réel r > 0 tel que
X a
VeeD, |lzr—al<r = |f(z)—{| <e.
En particulier pour x = a € D, nous avons a —a = 0 < r, ce qui implique

Ve>0,|f(a)— ¢ <e.
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Par I'absurde, supposons que f(a) # ¢.

En particulier, pour ¢ = W > (), nous obtenons
a)—/
fla) -0 < L@D=4

ce qui est impossible.
Nous en concluons que ¢ = f(a).

Remarque

« Lorsque lim f (x) = f(a), on dit que la fonction f est continue en a. La notion
xr a

de continuité, fondamentale en Analyse, sera I’objet du chapitre 10 de ce cours.

e Une fonction définie en a € D peut ne pas admettre de limite en a. Nous en

donnerons un contre-exemple apres la mise en place de la notion de limite a
droite ou a gauche en a.

Exemple 9.1

2?-1 .

. définie sur R\ {1}.
$ —_—
Nous étudions la limite en 1 de cette fonction.

Pour h # 0, nous avons

Nous considérons la fonction f : x —

f(1+h)=<1+}22_1:h<2;h>:2+h.

Nous en déduisons que f(1+ h) —2 = h.
Par conséquent, € > 0 étant donné, pour que |f(1+h) —2| < ¢, il suffit que |h| < €.
Nous en concluons que r = € convient, et par suite :

lim f(z) = 2.

r—1

Remarque

En pratique, lorsque les résultats sur la limite d’'une somme, d’un produit ou d’un
quotient seront acquis, la détermination de la limite de cette fonction sera plus
immeédiate, sans avoir a travailler avec « (e,r) ».

Proposition 9.2 — Unicité de la limite

Avec les données de la définition, si la fonction f admet une limite ¢ en a, cette
limite est unique.

Démonstration

Nous supposons par 'absurde que la fonction f admet en a deux limites ¢ et ¢
telles que ¢ # (.
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Le réel € > 0 étant donné, nous en déduisons

Ir>0,YzeD, |z —a| <r = |f(a:)—€|<%,

dr'>0,Ve e D, |z —a|<r = |f(x)=V]|< %.
Pour tout réel x € D, en appliquant I'inégalité triangulaire, il vient
(6= =1(t— f(x)) + (f(z) = O) < |f(x) — €| + |f(z) = £].
Pour |z — a| < min(r,r’), nous obtenons simultanément

c
2

g

et |f(@) = ll<3

() = €] <

Il en résulte :

|z —a] <min(ry) = [(—{|<e

=4
2

En particulier, pour ¢ = > (0, il vient

£ =2

¢ < ==,

ce qui est contradictoire.
Par I’absurde, nous en concluons que ¢ = /.

9.1.2 Opérations sur les limites

Proposition 9.3

Soient a, £ et ¢ trois réels. On considere deux fonctions f et g définies sur une partie
D de R tel que D U {a} contient un intervalle I tel que a € I.

. - . . _
Si glcl_I)I}Lf(l‘) =/let J1:1_r>1rtllg(x) = /(' alors :

: _ /

— lim (f(z) +g(z)) = £+ ¢

— VA ER, ilg(l/\f(x) = M.

— lim f()g(x) = (.

- _flz) ¢
_Slé #O,ll_l’}l’(llm—@

Démonstration

Nous prouvons ici les deux premiers points. Les trois suivants sont laissés au lecteur
motivé.
Soit un réel € > 0 donné.

e Limite d’'une somme de deux fonctions.
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Puisque lim f(z) =¥, on a

dr>0,VeeD, |x—a|<r = |f(z)—¢ < %.
De méme, puisque }SILI}L g(x) =/, on a

g

Ar'>0,VereD, |r—a| <r = ]g(a:)—é’\<2

Pour tout réel x € D, en appliquant I'inégalité triangulaire, il vient

|(f(@) +9(2) = L+ )] = (f(2) = O) + (9(x) = O)] < |f(z) = €]+ |g(z) = €],

En choisissant o = min(r,r’"), nous obtenons simultanément

z—al <a = |f(a:)—€]<g et |z—a| <o = \g<x)—e’|<§.

Nous en déduisons
Ve eD, |lr—al<a = |[(f(z)+g(x))—(L+1)] <k,
ce qui prouve que

lim (f(z) +g(z)) =L+

r—a

e Limite du produit d’un réel par une fonction.
1°* cas : A =0.
L’égalité attendue est immédiate dans ce cas car lil)n 0=0.
x a

2¢ cas : A # 0. Puisque lim f(z) = ¢, nous avons
dr>0,VeeD, |z —a|<r = |f(z) =¥ < —.

Pour tout réel x € D, nous avons
[Af (@) = M| = |A(f(z) = O] = ||| f(z) — €.
Nous en déduisons que

z—a| <r = |M(z) - M| < m'i‘ =,

ce qui prouve que
lim \f(x) = AL.

Tr—a
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9.1.3 Limite a droite, limite a gauche

Définition 9.3

Soit f une fonction définie sur une partie D de R et a un réel tel que D U {a}
contient un intervalle I tel que a € I.

o Un réel ¢ est la limite a droite (ou par valeurs supérieures) de f en a si, et
seulement si, la restriction de f a D N Ja, + oo| admet ¢ pour limite en a.

Cette limite & droite est notée

mligﬁ f(z)=¢ ou %%%f(x) =/.

En d’autres termes
Ve>0,dr>0,VeeD,0<zx—a<r = |f(z)—{| <e.

o Un réel ¢ est la limite a gauche (ou par valeurs inférieures) de f en a si, et
seulement si, la restriction de f a D N | — 0o,a| admet ¢ pour limite en a.

Cette limite a gauche est notée

lim f(z)=¢ ou lim f(z)="~¢.
ea- 28

En d’autres termes

Ve>0,3r>0,VzeD, —r<z—a<0 = |[f(z)—{|<e.

Proposition 9.4

Avec les données de la définition, les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) lim f(x) = ¢
() lim f(z) = lim f(x)=1¢
T—a~ z—at

Démonstration

Cette équivalence est immédiate en vertu des définitions précédentes.

Remarque

o Si f est définie en a, alors nous obtenons

lim f(z) =4 <~ xlg(?—f(x): lim f(z) =¢= f(a).

T—a rx—at

« La négation de (77) permet de justifier facilement quune fonction n’a pas de
limite en a.
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Exemple 9.2 — Echelon unité

Soit u la fonction définie sur R par

u(t) =

1 sit>=0
0 sit<O

Nous avons immeédiatement

lim u(t) =1=wu(0) et lim u(t)=0.

t—0+ t—0—

Nous observons que lirgl+ u(t) # lirél u(t), ce qui justifie que la fonction ¢ — u(t)
t— t—0—

n’a pas de limite en 0.
De plus, cette fonction est définie en 0, nous pouvons préciser donc que 1’échelon
unité est discontinu en 0.

9.1.4 Limite finie et inégalités

Théoréme 9.5 — Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes)

Soient ¢ un réel, f, g, h trois fonctions définies sur une partie D de R et a un réel
tel que D U {a} contient un intervalle I tel que a € I.
Si

+ Yz € D, g(x) < f(z) < h(@)
 Jim g(x) = lim h(z) = ¢

alors la fonction f admet une limite en a et

lim f(z) =¢.

T—a

Démonstration

Soit un réel € > 0 donné.
Puisque lim g(x) = lim i(x) = ¢, nous en déduisons

dr>0,VeeD,|[x—a|<r = (—e<g(x) <l+e¢,

dr'>0,VzeD, |r—a|<r = (—e<h(z)<l+e.

Par conséquent, pour tout réel x € D tel que |z — a| < min(r,r’), nous obtenons
{—e<g(r) < f(x) <h(z) <l+e,
ce qui implique
Ve €D, |r—al <min(ry) = (—c< f(z) <l+c¢,
ce qui démontre que la fonction f admet une limite en a et

lim f(z) = ¢.

T—a
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Corollaire 9.6

Soient ¢ un réel, f et u deux fonctions définies sur une partie D de R et a un réel
tel que D U {a} contient un intervalle I tel que a € I.
Si

. VoD, |f(z)— f <u(x)

« limu(z) =0

alors

lim f(z) = ¢.

T—a

Démonstration
Pour tout réel x € D, I'inégalité | f(z) — ¢| < u(x) équivaut a
—u(x) < f(z) — ¢ < u(x),
soit
(—u(z) < f(z) <L+ u(z).

Puisque lim u(z) = 0, nous obtenons
Tr—a

lim ¢ — u(x) = lim £ + u(z) = /.

r—a T—ra

Par le théoreme d’encadrement, nous en concluons que

lim f(z) =¢.

T—ra

Remarque

o Ce théoreme et son corollaire sont utilisés lorsque les résultats par le calcul
algébrique des limites est en échec.

 Le corollaire est tres pratique car il évite souvent 'utilisation de « (e,r) » dans
la détermination d’une limite finie en un point.

o Si les inégalités sont strictes, le théoreme d’encadrement et son corollaire
restent vrais.

Proposition 9.7 — Passage a la limite sur une inégalité

Soient ¢ un réel, f une fonction définie sur une partie D de R et a un réel tel que
D U {a} contient un intervalle I tel que a € I.

Si
e YxeD, f(x) >0
. lim f(z) = £

alors ¢ > 0.
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Démonstration

Par ’absurde, nous supposons que ¢ < 0.
Puisque aljll}l(ll f(z) = ¢, en choisissant en particulier e = —¢ > 0, nous obtenons

dr>0,VeeD, |z —a|<r = —e=(<f(z)—{l<e=—L
Ainsi, pour tout réel z € D tel que |x — a| < r, nous obtenons
2 < f(z) <0,

ce qui est contradictoire.
Nous en concluons que ¢ > 0.

Remarque

Nous retiendrons que le passage a la limite sur une inégalité stricte restitue une
inégalité large.

9.2 Limite finie en +00 ou —o©

9.2.1 Exemple introductif
Soit f la fonction définie sur R\ {1} par :

20 — 1
rx—1"

VeeR\{1}, f(z)=

« Graphiquement, nous observons que le réel f(x) est proche de 2, dés que z est
suffisamment grand.

Plus précisément, pour tout réel z € |1, + oo[, nous évaluons la distance entre f(z) et
2, c’est-a-dire, nous calculons

20 — 1 1 1
@ -2= 37 2= o= oy
ce qui donne, puisque x > 1,
1
|f(z) = 2| =
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Ainsi, pour que f(z) soit proche de 2, c’est-a-dire, le réel £ > 0 étant choisi « petit », pour

que |f(x) — 2| < &, il suffit que [ <€
x

Or, pour = > 1, nous avons

1 1
<e <= zr—1>- << x>1+—-.
r—1 € 5

1
Par suite, en posant A =1+ —, la condition x > A implique |f(z) — 2| < e.

€
En d’autres termes, pour que |f(z) — 2| < ¢, il suffit que x > A.
Dans ce cas, on dit que f(z) tend vers 2 quand z tend vers +o00, ce qui est noté, dans
le langage des limites, lim f(z) =2 ou f(z) —— 2.
T—+00 T—+00

De maniere équivalente, nous remarquons,

r>A = —e<f(zr)—2<e¢
= 2—ce< f(x)<2+¢

C’est cette derniere implication qui est visualisée sur la figure précédente.
e De méme, pour tout réel x < 1, nous avons

1
1—xz

[f(z) = 2[ =

Par conséquent, pour que |f(x) — 2| < ¢, il suffit que

1
l1—=z

. 1
<eg, soitzx<l—-—
€

1
Ainsi, en choisissant 0 < € < 1 et en posant A = — — 1 > 0, il vient
€

r<—A = |f(zx) —2| <e¢,

ce qui signifie, dans le langage des limites, que E{ﬂ flx)=2o0u f(z) —— 2.

9.2.2 Définitions

Définition 9.4 — Limite finie en +oco

Soient a et ¢ deux réels.
Une fonction f définie sur un intervalle I de la forme [a, + co] ou |a, + 00|, a pour
limite ¢ quand x tend vers 400, ce que 1’on note

Lm fle) =& ou f(z) T b
si, et seulement si

Ve>0,FAecl, Ve 2 A, f(z) el —el+¢],

ce qui équivaut a

Ve>0,3Aec I,V > A, |f(z) —{] <e.
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Définition 9.5 — Limite finie en —oco

Soient a et ¢ deux réels.
Une fonction f définie sur un intervalle I de la forme | — co,a| ou | — oo,a[, a pour
limite ¢ quand z tend vers —oo, ce que l'on note

Am i) =0 ov s b
si, et seulement si
Ve>0,FAecl, Ve <A, f(z) e[l —el+¢]

ce qui équivaut a

Ve>0,dAec I,V <A, |f(z)—{ <e.

Proposition 9.8 — Unicité de la limite en +00 ou en —o¢

Si une fonction admet une limite finie en 400 (respectivement —o0), alors cette
limite est unique.

Démonstration

o Lorsque z tend vers +oo, cette preuve est analogue a la démonstration de
I'unicité de la limite d’une suite convergente (proposition 8.2).

e Nous en donnons une preuve lorsque x tend vers —oo.
Etant donné un réel a, nous supposons par I'absurde que la fonction f définie
sur un intervalle I de la forme | — 00,a[ ou | — 00,a] admet en —oo deux limites
C et 0 telles que £ # (.
Le réel € > 0 étant donné, nous en déduisons

€

57

€

3

Pour tout réel x € I, en appliquant I'inégalité triangulaire, il vient

6= €] = (= f(2)) + (f(z) = O < |f(x) =l + | f(z) — €]

Pour tout x < min(A,A’), nous obtenons ainsi simultanément

JAe Ve <A, |f(x)—{ <

JA e LVa <A |f(x) - 0] <

f@ -l <z et If@)-0l<s.
Il en résulte
|0 -0 <e.
- lc=00
En particulier, pour € = , il vient
-1
0— ¢ ’7
-0l <=

ce qui est contradictoire.
Par I’absurde, nous en concluons que ¢ = /.
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Proposition 9.9 — Limites nulles de référence en —co ou +o00

Soient a € R et n € N*. Nous disposons des résultats suivants :

¢ lm —=0 e lim ——— =0,
z—+00 (x + a)n T——00 (Q; —+ a)”

. 1
lim =
T—r—+00 x —|- a

e En particulier, pour a = 0,

1
lim —=0 e lim — =0,
z—+oo z——o0 N

1
lim — =0.

T—4-00 \/E -

Démonstration

Montrons par exemple que :

1
° lim — =0.
z—4o0 M

1
Soient x > 0 et € > 0. Pour que — < ¢, il suffit que
xn

1
{L/E?

no 1
T > - = T>
&)
L 1
ce qui JUStlﬁe que — — 0.
" x—+oo

. 1
° lim =
r——+00 x + a

Soient z > —a et € > 0.

VI +a

Pour que 0 < < g, il suffit que

1 1
r+a>-—- < x>—2—a.
€ €

— 1®* cas : a < 0.
Dans ce cas A = —a > 0 convient.

— 2 cas:a>0.

1
, A= — —a > 0 convient également.

Va { e?
Par conséquent, dans les deux cas, nous obtenons
1

VI +a

En choisissant € € }O,

> A —

<e,

ce qui justifie que
1

\/m T—+00
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Remarque

En —oo ou en +o0, les opérations sur les limites exposées dans le cas de limites
finies en a restent vraies.

9.2.3 Asymptote horizontale

Définition 9.6 — Asymptote horizontale

Soit Cy la représentation graphique d'une fonction f relativement a un repere or-
thogonal.
Si El;lrl f(z) = ¢ ou lim f(z) = ¢, alors la droite d’équation y = ¢ est une

asymptote horizontale pour la courbe Cy, en 400 (respectivement en —oo).

asymptote horizontale en +oo

asymptote horizontale en —oo

Remarque

L’étude du signe de f(z)—¢ détermine la position de C; par rapport a son asymptote
horizontale.
Plus précisément :

— si f(x) — € > 0, alors Cy est au-dessus de son asymptote horizontale,

— si f(z) — € <0, alors Cy est en-dessous de son asymptote horizontale.

Exemple 9.3
Soit f la fonction définie sur R par :

222

o o +00
En +o00, nous observons une forme indéterminée du type « T ».
00
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Pour lever cette indétermination, pour tout réel x > 0, nous observons que :
222 2
f([L’) = 1 1 = 1 1 -
$2(1+—f—> 1+*+72
x  x? r

. . 1 s .
Puisque lim 1+ —+ — =1, nous en déduisons, par quotient
r—r+00 €x €x

lim f(x)=2,

T——+00

ce qui justifie que la droite (d) d’équation y = 2 est une asymptote pour la courbe
Cs, en +o0.
De plus, pour tout réel z > 0, nous avons

222 5 _ —2(x +1)

o= 9= ST
f(@) 24+ x+1 2 +x+1

ce qui prouve que Cy est en-dessous de (d), en +o00.
De la méme fagon, nous justifions que lim f(z) = 2 et que la courbe (d) est située
T—>—00

au-dessus de 'asymptote horizontale (d), en —oo.

9.2.4 Limite finie en —0co ou +oo et inégalités

Théoréme 9.10 — Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes)

Soient ¢ et a deux réels, f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I de la
forme [a, + oo[ ou Ja, + oo.
Si

« Vo el g(z) < fz) < W)

* A = i hiz) =

alors la fonction f admet une limite en +oo et

lim f(z)="¢.

T—400
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Démonstration

Cette preuve est analogue a celle donnée dans le cas d'une limite finie en point.
Nous la proposons cependant en raison de son exemplarité.
Soit un réel € > 0 donné.

Puisque xglfoo g(x) = xggloo h(x) = ¢, nous en déduisons

JAe Ve > A l—c<g(z) <l+e,

JA e[ Vo> A l—e<h(z)<l+e.

Par conséquent, pour tout réel z € I tel que x > max(A,A’), nous obtenons
(- < g(@) < f(@) <h(z) < L+e,

ce qui implique

V> max(AA), (—e< f(z)<l+e,

ce qui démontre que la fonction f admet une limite en +oo et

lim f(x)="¢.

T—+00

Remarque

Le théoreme d’encadrement est également vrai quand x tend vers —oo.

Dans la démonstration, la condition x > max(A,A’) est remplacée par =z <
min(—A, — A").

Corollaire 9.11

Soient £ et a deux réels, f et u deux fonctions définies sur un intervalle I de la forme
[a, + oo[ ou |a, + ool.

Si

e Vxel,|f(x)— ¢ <u(z)
0
l

- lm v

alors zl_l}gloo f(z) =

Démonstration

Cette démonstration est analogue a celle donnée dans le cas d’une limite finie en a
(corollaire 9.6).
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Remarque

e Ce corollaire reste vrai en —o0.

e Le théoreme d’encadrement et son corollaire sont utilisés lorsque le calcul
algébrique des limites est en échec.

» Ce corollaire est tres pratique car il évite souvent 'utilisation de « (g,4) »
dans la détermination d'une limite finie en +00 ou —oo.

e Si les inégalités sont strictes, le théoréeme d’encadrement et son corollaire
restent vrais.

Exemple 9.4
Nous étudions la limite en +oo, puis en —oo de la fonction f définie sur R* par :

_ sin(mw) .

Ve eR, f(z)=

T

Graphiquement, nous avons :

Cr
—9 —8 -7 —6 -5 —4 -3 —2 1 1 2 3 4 5 6 7 8
—1
Pour tout réel x, —1 < sin(wz) < 1, ce qui donne

1 1
e siz>0,alors —— < f(x) < —.
x x
. 1 1
o sixz <0,alors — < f(x) < ——.
x x

Puisque lim — = lim — =0, en appliquant le théoreme d’encadrement en —oo

r——00 T—+00
et en +o00, nous en déduisons

Jm ()= Jim_ 1) =0.

Il en résulte que la droite des abscisses est une asymptote horizontale pour la courbe
Cy, en —00 ou +00.

Nous remarquons que cette courbe présente une oscillation amortie par rapport a
la droite des abscisses, en —o00 ou +oc.
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Proposition 9.12 — Passage a la limite sur une inégalité

Soient ¢ et a deux réels, f une fonction définie sur un intervalle I de la forme [a,+ o0
ou Ja, + ool.
Si

e Yxel, f(x)>0

e lim f(z)=1¢

T—+00

alors ¢ > 0.

Démonstration

Par ’absurde, nous supposons que ¢ < 0.
Puisque liIJP f(z) = ¢, en choisissant en particulier ¢ = —¢ > 0, nous obtenons
T—r 100

JAel,Ve> A —e=0< f(z)—L<e=—L
Ainsi, pour tout réel z € I tel que z > A, nous obtenons
20 < f(z) <0,

ce qui est contradictoire avec : Va € I, f(z) > 0.
Nous en concluons que ¢ > 0.

Remarque

o Cette proposition reste vraie en —oc.

o Nous retiendrons que le passage a la limite sur une inégalité stricte restitue
une inégalité large.
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9.3 Limite infinie en —oc0 ou +00

9.3.1 Exemple introductif

Nous représentons graphiquement la fonction carré x — 2.

Nous observons que, le réel A > 0 étant donné, pour que x? > A, il suffit que x > V A.
Plus précisément, nous avons

VA>0,3B>0,Vz> B, 2?> A.

Ainsi, le réel B = v/A > 0 convient.
On dit que 22 tend vers +o0o quand x tend vers +o0, ce qui est noté

lim 2?2 =400 ou 22— +00.
T—+00 T—+00

De méme, nous observons que, le réel A > 0 étant donné, pour que z? > A, il suffit
que x < —VA.
Ainsi, en posant B = —\/Z, nous obtenons

VA>0,3B<0,Vz<B,2*> A,
ce qui signifie que 22 tend vers +oo quand x tend vers —oo, ce qui est noté

lim 22 =400 ou 2?2 — +00.

T—r—00 T—r—00
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9.3.2 Définitions

Définition 9.7 — Limite infinie en +oco

Soit un réel a et f une fonction définie sur un intervalle I de la forme [a, + oo[ ou
Ja, + ool.

o La fonction f a pour limite +00 en +o00, ce que I'on note

Jim f(z) =400 ou  f(z) —— +oo,

si, et seulement si :

VA>0,3Bel, Vx> B, f(z) > A.

» La fonction f a pour limite —oo en +00, ce que 'on note

lim f(z)=—-00 ou f(zr) —— —o0,

r—r-+00 r—-+00

si, et seulement si :

VA>0,3Bel, Vx> B, f(z) < —A.

Définition 9.8 — Limite infinie en —c0

Soit un réel a et f une fonction définie sur un intervalle I de la forme | — 0o,a] ou
] o OO,(I[.

« La fonction f a pour limite +00 en —oo, ce que 'on note

lim f(x) =400 ou f(z) —— +o0o,

T—r—00 T—r—00

si, et seulement si :

VA>0,3Bel,Vx < B, f(z) > A.

o La fonction f a pour limite —oo en —o0, ce que 1’on note

lim f(z)=—-00 ou f(zr) —— —o0,

T—r—00 T—r—00

si, et seulement si :

VA>0,3Bel,Vz < B, f(z) < —A.
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Proposition 9.13 — Limites infinies de référence en ’infini

Pour tout entier naturel n non nul, nous avons

+00 sin pair

T——+00 T——00

lim 2" =400 et lim 2" = o ]
—0o0  si m impair

lim /z = +oo.

Tr—+00

Démonstration

e Le cas n = 2 est traité dans l'exemple introductif. Les cas n € N* sont
analogues en remplacant v/A par V/A.

o Justifions que 1_131 VT = +00.

Soit un réel A > 0. Quel que soit le réel z € R, pour que /= > A, il suffit
que x > A2

Par suite, en posant B = A%, nous avons montré
VA>0,3B>0,Vz > B, x> A,

ce qui justifie que EIJP VI = +00.

Proposition 9.14 — Limite d’une fonction polynomiale

Soient n € N*, le n-uplet (agp,ai,...,a,) et p : © — Zakxk, avec a, # 0, un
k=0
polynoéme de degré n.
Nous avons :
e lim p(z) =

T——+00

+00 sia, >0
—o0 sia, <0

400 sia, >0 et n pair

. —o0  sia, >0 et n impair

e lim p(z)= . :
T——00 —o00  sia, <0 etn pair

400 sia, <0 etnimpair

Démonstration

Pour tout réel x # 0, nous avons

a.
— M ¢
pl@)=a") —=
i=0
Puisque
n n
. a; . a;
lim E - = lim E - = qa,,
T—+00 o g0 T——00 =0 gpi=e

en appliquant la proposition 9.13, nous obtenons les résultats annoncés.
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Remarque

Nous retiendrons cette proposition en se souvenant que la limite infinie d’un poly-
nome est la limite de son terme a,x™ de plus haut degré, en —oco ou +oo.

On dit aussi qu'un polynome est équivalent a son terme de plus haut degré, en —oo
ou +00.

9.3.3 Limite infinie en —0o ou +oo et inégalités

Théoréme 9.15 — Théoréme de comparaison en +oco

Soient un réel a, f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de la forme [a,+ 00|
ou |a, + ool.
Si

« Vo el f(z) = g(z)

e lim g(x)=+o0

T—+00
alors

Jim (@) = +oc.

Démonstration

Soit un réel A > 0. Puisque lim g(x) = +o00, nous avons
T—>+00

dBel, Vx> B, g(z) > A.

Or, pour tout réel x > B € I, nous savons que f(x) > g(z).
Il en résulte que
Vo> B, f(z) > g(z) > A,

ce qui implique
dBel, Vx> B, f(z) > A.

Nous en concluons :

Jim (@) = +oc.

Remarque

Dans cette preuve, nous controlons le choix du réel A > 0 tel que B € I.
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Théoréme 9.16 — Théoréme de comparaison en +oco

Soient un réel a, f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de la forme [a,+ o0

ou Ja, + ool.
Si
- Vzel, f(z) <g(x)
- i) = o0
alors
Jim ) = —o0
Démonstration

Cette preuve est analogue a la précédente, en remplagant g(z) > A par g(x) < A.

Remarque

Ces deux théoremes de comparaison s’étendent aux limites infinies en —oo.

Exemple 9.5

Nous considérons la fonction f définie sur R par

2

VeeR, f(x)= 5 sin(20)’

Nous étudions la limite de f en +oo, puis en —oo.
Pour tout réel x, nous obtenons les encadrements successifs suivants :

—1<sin(27) <1 <= —-1< —sin(22) < 1
< 1<2-sin(2z) <3
<— L < ! <1

3 2—sin(2r)
— Siz >0, il vient :

2

< o) <2,

3
ce qui implique

2x

Puisque lim 2?”“" = 400, par comparaison, nous en concluons

T—+00

A, £() = Foo.

— Si x <0, alors nous avons :

ce qui implique
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2x
Puisque lim 3 = —00, par comparaison, nous en concluons
xr——00
lim T) = —00.
Jm f(z)

Nous contrélons graphiquement le comportement de f en 400 ou en —o0 :
]_4 T Y
121+ y=2x

10 ¢ ’

2”/ // y:l

8 -6 -4 -2 2 4 6 8

/

/
- /
| 4 |
.

9.3.4 Limite de la fonction exp en +o0o, en —00

Nous disposons de 'inégalité suivante :

Ve eR,, e">uz.

Démonstration

Considérons la fonction f définie sur R, par
VeeR,, f(zr)=¢€"—u.

Cette fonction est dérivable sur R, par différence de fonctions dérivables sur R .
Pour tout réel x > 0, nous avons

f(z)=¢€"—1.
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Puisque la fonction exp est croissante sur R, nous en déduisons
e® > e =1.

Il en résulte
f'(z) >0,

ce qui prouve que la fonction f est croissante sur R, . Par conséquent, si xz € R,
alors f(z) > f(0) =1 > 0, c’est-a-dire f(x) > 0.
Nous en déduisons que e* — x > 0, ce qui permet de conclure en disposant de
I'inégalité :

VereR,, e¥>ux.

Nous controlons graphiquement cette inégalité :

Proposition 9.18 — Limite de exp en +oo

Nous disposons de la limite suivante :

lim e* = 4o00.
T—+00

Démonstration

Nous savons que
{Vm eR,, €22

lim z = +o0.
T—r—+00

ce qui, par comparaison, permet de conclure par

lim e* = +o0.
T——+00

Proposition 9.19 — Limite de exp en —c¢

Nous disposons de la limite suivante :

lim e* =0.
Tr—r—0o0
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Démonstration

Posons X = —xz. Ainsi, nous obtenons

Nous en déduisons

Remarque

Le changement de variable X = —x signifie que cette limite est déterminée par
composition. Nous reviendrons en détail sur la notion de limite de la composée de
deux fonctions au paragraphe 9.5.2.

9.3.5 Asymptote oblique

Définition 9.9 — Asymptote oblique

Soient a, b deux réels avec a # 0 et f une fonction admettant une limite infinie en
400 ou en —oo.

La droite (d) : y = az + b est une asymptote oblique pour la courbe C; en 400
(respectivement —oo) si, et seulement si :

lim (f(z)— (az+b)) =0 <resp. lim (f(z)— (az +b)) = 0) .

T—=+00 T——00

Exemple 9.6

Nous considérons la représentation graphique d’une fonction f définie sur R.

51 A
44
3 ///(d):y:.L—l
5 | .
Cy . - ; |f(z) = (z — 1)
—8 —7 —6 b5 -4 -3 -2 — 1 223 4 5 6 T 8
—1

Graphiquement nous observons :

lim f(x) =400 et ml_l)Illoo (f(z) = (z—1)) =0.

T——+00

Dans cette configuration, la droite (d) : y = x — 1 est une asymptote oblique pour
la courbe C; en +o00.



9.4. LIMITE INFINIE EN UN POINT 149

Nous remarquons que, bien que li)r_n f(x) = 400, la courbe Cy, n’admet pas de

droite asymptote oblique en —oo.

Remarque

e Lorsque f: I — R est une fonction ayant une limite infinie en 400 ou —oo,

C; n’admet pas obligatoirement une droite asymptote.

La position de C; par rapport a son asymptote est déterminée dans chaque
cas par I'étude du signe de f(z) — (ax +b).

La droite (d) : y = ax + b est une asymptote oblique pour la courbe C; en
+00 (respectivement en —oo) si, et seulement si :

Veel, f(r) =ar+b+e(x),

avec xggloo e(x) =0 (resp. w1_1>r_noos(a:) =0).

9.4

Limite infinie en un point

9.4.1 Exemple introductif

2
Considérons la fonction f : v — 1 qui est définie sur Dy = R\ {1} et dont la
x J—

représentation graphique est donnée ci-apres :

Nous étudions le comportement de cette fonction pour des valeurs de la variable x
proche de 1, en distinguant, par disjonction, les deux cas :

r>1 ou xz<1.
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1°r cas : xz > 1.
Nous conjecturons graphiquement que f(z) tend vers +o0o quand z tend vers 17.
Nous précisons a présent cette observation graphique.
Soient deux réels x > 1 et A > 0. Nous avons les équivalences suivantes :

2
>A>0
r—1
r—1 1

5“4

2
< <1 —
X —|—A

flx) >A>0 <~

2
Nous en déduisons que, pour que f(z) > A, il suffit que 1 <z <1+ 1 ce qui donne, en

th=2>0
osan = — .
p A

VA>0,3h>0,Vzell,l+hn] f(z)> A
Dans le langage des limites, on note linqur f(z) = +oo.
z—

2¢cas :zr < 1.
Nous conjecturons graphiquement que f(z) tend vers —oo quand x tend vers 1~.

En procédant comme dans le premier cas, pour z < 1 et A > 0, pour que f(x) < —A,

2
ilsufﬁtquel—z<:c<1.

En posant h = — > 0, nous obtenons

A
VA>0,3h>0,Vze]l-hl] fx)<—-A.

Dans le langage des limites, on note lir? f(x) = —o0.
z—1—
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9.4.2 Définitions

Définition 9.10 — Limite infinie en un point

Soient un réel a et f une fonction définie sur un intervalle I ouvert en a.

e La fonction f a pour limite +o00 en a a droite, notée 1im+ f(z) = +o0, si et
Tr—a

seulement si

VA>0,3h >0,V €la,a+ h[, f(z) > A.

o La fonction f a pour limite —oo en a a droite, notée lim+ f(z) = —o0, si et
T—a
seulement si

VA>0,3h>0,Vz €la,a+ R, f(z) < —A.

« La fonction f a pour limite +00 en a d gauche, notée lim f(x) = +o0, si et
r—a—
seulement si

VA>0,3h >0,V €la— ha|, f(zx)> A.

« La fonction f a pour limite —oo en a d gauche, notée lim f(x) = —oo, si et
r—a—
seulement si

VA>0,3h >0,V €la— ha|, f(z) < —A.

Remarque

Avec les données des définitions ci-dessus,

o La fonction f a pour limite +o00 en a, notée lim f(z) = 400, si et seulement
xr a

si im f(z) = lim f(x)= +oo.
Tz—a~ z—at

o La fonction f a pour limite —oo en a, notée lim f(z) = —o0, si et seulement
r—a
si lim f(z) = lim f(z)= —o0.
x—a~ z—a™t

Proposition 9.20 — Limites infinies de référence en un point

Soient a € R et n € N*. Nous disposons des résultats suivants :
1 1 400 sin est pair
o lim =400 et lim — = ) p )
z—at (T —a)" z—a= (T — a)" —o00 sl n est impair
. 1
lim = +00
z—at /T — a
e En particulier, pour a = 0,
1 . 1 400 sin est pair
lim — =400 et lim — = ) p )
z—0+ L™ z—0— ™ —00 Sl n est iImpair
1
lim — = +o00
=0t /T
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Démonstration

1
Nous justifions que lim = 400, puis en particulier que lim — = +oo.
J W A Ja—a  opusenp ey T

Les autres preuves sont laissées au soin du lecteur.
— Soient un réel x > a et un réel A > 0.
Nous avons les équivalences suivantes :

1

A — -
\ETE> >0 << 0< vz a<A

1
<::>O<:v—a<ZE
1
< a<x<a+ﬁ.

L > A, il suffit e] + 1{ i
1l su ue r a,a + — |, ce qui
/x_a ) q A2 q

1
donne en posant h = Ve >0:

Par conséquent, pour que

VA>0,3h>0,Vz €la,a+hl,

ce qui justifie que :

lim = 400.
z—=at /T — Q

— Montrons que :

o1
lim — = +00.
x—0 x2

Nous distinguons, par disjonction, deux cas.
1¢r cas : x > 0.

1
Soit un réel A > 0. Pour que — > A > 0, il suffit que
x

z? < il’
soit, puisque = > 0, .
0<z< ﬁ
Par suite, en posant h = 1 > (), nous obtenons

VA
1
VA>0,3h>O,Vx€]O,h[,P>A,

ce qui prouve



9.4. LIMITE INFINIE EN UN POINT

9.4.3

2¢ cas : v < 0.

1
Soit un réel A > 0. Pour que — > A > 0, il suffit que
75

z? < il’
soit, puisque x < 0,
_\/12 <z <0.
Par suite, en posant h = 1 > (), nous obtenons

VA
1
VA>0,3h>0,Ye €]-ho[, 5 > A,

ce qui prouve

lim — = +oo.
x—0— I
Nous en concluons :
. 1 . 1 ]
lim — = lim — = +oo = hm—2.
z—0t T z—0~ T z—0

Asymptote verticale
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Définition 9.11 — Asymptote verticale

Soient un réel a et f une fonction définie sur un intervalle I ouvert en a.
La droite (d) : = a est une asymptote verticale pour la courbe C; si, et seulement
si, au moins une de ces conditions est vérifiée :

lim f(z) =400

z—at

Exemple 9.7

Nous étudions le comportement de la fonction f : x — —

2e10
] lorsque x tend

vers 1. Nous distinguons, par disjonction, deux cas.
1¢* cas : xz > 1.

Nous avons
. x 1
lim —2e10 = —2¢70
z—1+
et
. 1
lim = +o00.

z—1+t x — 1
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En anticipant sur la section 9.5, par produit, nous obtenons

lim f(x) = —oc.
rz—1t
2 cas : v < 1.
Nous avons
. z 1
lim —2e10 = —2¢70
r—1—
et
) 1
lim = —00.
z—1" T —

En anticipant a nouveau sur le paragraphe 9.5, par produit, nous obtenons :

lim f(z) = +oc.

z—1—
Nous en déduisons que la droite d’équation & = 1 est une asymptote verticale pour
la courbe Cy.
Nous contrélons graphiquement les deux limites obtenues ci-dessus :

o 1 1 2 3 4
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9.5 Opérations sur les limites

Dans cette section, a € R = RU {—o0, + oc}.

Pour déterminer la limite d'une somme, d’un produit ou d’un quotient de deux fonc-
tions, nous disposons des tableaux ci-apres.

Lorsque a € R, la ligne concernant la somme a été justifiée au paragraphe 9.1.2.

Attention, dans les trois tableaux qui suivent, les « 7 » signifient la présence d'une

forme indéterminée.

9.5.1 Limite d’une somme, d’un produit, d’un quotient

e Limite d’'une somme

e Limite d’un produit

lim f(z) | lim g(z) | lim (f(z) + g(z))
14 v (40
14 +00 +o0
l —00 —00
400 +00 +00
—00 —00 —00
+00 —00 ?
lim f(z) | lim g(x) | lim (f(2) x g(z))
14 v o
>0 +00o +00
¢ <0 +00 —00
¢>0 —00 —00
<0 —00 +00
400 +00 +00
—oQ —00 +00
+00 —00 —00
+00 0 ?
—00 0 ?
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e Limite d’un quotient

liy (o) | o) | i D0

1 0 £0 5

l 00 0
+00 >0 +00
+00 <0 —00
—00 >0 —00
—00 <0 +00

00 00 ?
¢ >0 ou 400 ot +o0
¢ >0 ou +oo 0~ —00
¢ <0ou—o0 0F —00
¢ <0ou—o0 0~ +00

0 0 ?

Exemple 9.8

Soit f la fonction définie sur R par

2e* —1

Ve eR, f(x)= 1

Nous déterminons la limite de f en +00, en —o0.

. Ve . )4 m
o En 400, nous observons une forme indéterminée du type « — ». Pour lever
00

cette indétermination, nous avons, pour tout réel x :

1
e<2_ﬁ)_2—e”

f@)_ex( 1> S lte

1+ —
e{L’

x

Puisque lim e™ = 0, nous en déduisons par quotient :

T—r—+00

A fe) =2
Nous précisons que la droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale
pour la courbe Cy en +o00.

De plus, pour tout réel x, nous avons

2et — 1 -3
—2= —2= < 0,
f@) et +1 e + 1




9.5. OPERATIONS SUR LES LIMITES 157

ce qui justifie que Cy est en-dessous de son asymptote horizontale d’équation
y = 2.
e En —o0, puisque lim e* = 0, nous ne sommes pas en présence d’une indé-
T——00
termination. Par quotient, nous obtenons :

A f@) =1
Nous précisons que la droite d’équation y = —1 est une asymptote horizontale

pour la courbe C; en —oo.

De plus, pour tout réel x, nous avons :

B 2e* — 1 3e*

1= 1= >0
fla) + e%+1+ er + 1 ’

ce qui justifie que Cy est au-dessus de son asymptote horizontale d’équation
y=—1.

Controlons graphiquement :

Exemple 9.9

Nous considérons la fonction f définie sur Dy =| — 0o, — 2] U [2, + oo[ par

Vo €Dy flz)=vVa2—4—vVa2+2.

e En 400, nous observons une forme indéterminée du type « +00 — 0o ».

Pour lever cette indétermination, nous procédons par conjugaison, ce qui
donne, pour tout réel x € Dy :

(Va2 —4— Va2 +2) (Va2 — 4+ Va2 + 2)

Va2 — 4+ Va? +2
—6

Va2 — 4+ a2 +2

fx) =

Puisque

lim 2?2 —4= lim 2°+ 2= 400,
T—r+00 T—+00

et en anticipant sur le paragraphe 9.5.2, il vient :

lim vz2 -4 = 1_131 V242 =+4o0.

T—+00
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Par somme, nous déduisons que l_1>rJ1rr1 Va2 — 44 vx2 + 2 = 4+00. On conclut
par quotient :
lim f(x)=0.

T—r-+00

o En remarquant que la fonction f est paire, nous avons également

Am, S =0
En effet, en posant X = —z, nous obtenons, par composition

lim f(z)= lim f(—X)= lim f(X)=0.

r——00 X—+4o00 X—+o00

Nous contrélons graphiquement les deux limites obtenues :

e 2] . =
-5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 5
i |
Cr\ |
l -2 |
Exemple 9.10
Soit f la fonction définie sur Ry par :
T++\/x
r)=x—1 .
f(x) * 22+ 1
x x
En +o00, en ce qui concerne le quotient ;L+\/1_, la forme est indéterminée du type
x
+00
« —— ».
+00

o Pour tout réel z > 0, il vient

x(l—i-ﬁ) 11+\}E

fla)=o =1+ ——2L a1l
Pui li = 1l 1—l' 1—O tient duit et
ulsque a?—HPOOﬁ = $—1>I41:loo; = $_1>I41_'1005 = , par quotient, prodult €

somme, nous en déduisons :

lim f(z)= lim x—1.

T—>+00 T—>+00
e De plus :
lim f(z)—(x—1)= lim ThyT =0,

T—+00 z=+oo 2 41
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ce qui prouve que la droite (d) : y = x — 1 est une asymptote pour la courbe
Cs en +oo0.

Puisque, pour tout réel x > 0, f(z) — (z — 1) > 0, nous en concluons que C;
est au-dessus de (d).

Graphiquement, nous obtenons :

41
3| )
2 Cy

1 /((/l/)/:y:w—l

9.5.2 Limite de la composée de deux fonctions

Théoreme 9.21 — Composition de limites

Soient a, ¢ et ¢’ trois éléments de R.

Soient u une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un
intervalle J.

On suppose que la condition suivante est réalisée :

Veel, u(z)el

Si
. _ . _ /
ilg(llu(.r)—é et )I(H_}ngg(X) =
alors
. _ . _ /
lim g(u(x)) = lim(g o u)(z) = £.
Démonstration

Parmi les nombreux cas (27 cas) susceptibles d’étre justifiés, nous proposons une
preuve dans deux cas a titre d’exemple.
Les 25 autres preuves sont laissées au soin du lecteur « courageux ».

e aeR, /=+0cetl €R.

Soit un réel € > 0. Puisque _lim g¢(X) = ¢, nous avons :
X—+o0

IB>0,VXelJ X>B = |9g(X)-V|<e. (%)
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Puisque glgl_I}I(ll u(z) = +o0, disposant du réel B > 0, nous obtenons
dh>0,Vxel, |zt—a|<h = u(z)> B.
En particulier, pour X = u(z) € J dans (%), nous en déduisons
lt —a|<h = |gou(z) — (| <e,
c’est-a-dire
Ve>0,3h>0,Vxel, |t—a|l<h = |[(gou)(z)—1V|<e.

Nous en concluons
lim(gowu)(z) =/,

Tr—a
e a=+4o0, l ERet V' =—c0.
Soit un réel A > 0. Puisque )1(1nl£ g(X) = —o0, nous avons :
—
dh>0,VXeld | X—/{<h= g(X)<-A (%)

Puisque El}rl u(z) = ¢, disposant du réel h > 0, nous obtenons

dB>0,Vzel, z>B = |u(z)—{ <h.
En particulier, pour X = u(z) € J dans (*%), nous en déduisons
r>B = gou(zr) < —A,
c’est-a-dire
VA>0,3B>0,Veel, z>B = (gou)(z) < —-A.

Nous en concluons

wl_i}r_iloo(g ou)(x) = —oo0.

Exemple 9.11 — Facteur de Lorentz ¢

a. Physicien néerlandais : 1853—-1929

Soit v la fonction
1

27
Ji v
C2

définie sur [0,c[, o ¢ ~ 3,00 - 10° km.s™! désigne la vitesse de la lumiere dans le
vide.
Nous déterminons la limite de ~ lorsque v tend vers c™.

VH—
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2
v

Nous posons X =1 — —. Nous avons alors
c

1
lim X =07F li — =
Jm & =07 et lim e

Par composition, nous concluons :

+o0.

lim ~(v) = 4o0.

v—CcT

9.6 Limite de la composée d’une suite par une fonc-
tion

Proposition 9.22

Soient ¢ et ¢/ deux éléments de R, g une fonction définie sur un intervalle I, (u,)
une suite définie sur N.
On suppose que la condition suivante est réalisée :

VneN, u,e€cl.

Si
u, —— 0 et g(X) — 1,
n—+oo X—4
alors
. o
Jim o) =1
Démonstration

En considérant la suite (un) comme une fonction de la variable n, nous appliquons le
théoréme 9.21 en remplagant u(z) par u, = u(n), pour a = +00, £ et ¢’ appartenant
a R, ce qui donne la conclusion attendue :

lim g(u,) =7

n—-+o00

Exemple 9.12

N——

77
Soit (v,) la suite définie sur N* par v,, = nsin <— :
n
Nous posons
VneN, wu,=

S

et )
VXeR, ¢gX)=m

Nous avons
VneN, wu,#0.
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Nous vérifions :
Vn e N*, g(un) = Up.

Puisque

lim u, =0

n—-+0o
et Ly
sin
Mo =mim T =
nous en concluons, par composition
it = i gfu) = i o(X) =7

Remarque

» Relativement au résultat général de la limite de la composée de deux fonctions,
a = +00 est fixé dans la détermination de la limite de la composée d'une suite
par une fonction.

Il y a dans ce cas 3 choix pour la limite de (u,), puis trois choix pour la limite
de la fonction g.
Nous dénombrons ainsi 9 preuves possibles pour justifier cette derniere pro-
position.
Le second exemple (a = +00, £ € R et ¢/ = —o0) de la preuve du théoreme
9.21 s’adapte immédiatement en remplagant u(x) par u, = u(n).

e La contraposition de cet énoncé permet de prouver qu'une fonction n’a pas
de limite.
Avec les notations de I’énoncé, la forme contraposée est :

Si g(u,) n’a pas de limite, alors (u,) n’a pas de limite en +o00 ou la fonction
g n’a pas de limite en ¢.

L’exemple qui suit illustre cette derniere remarque.

Exemple 9.13

Les fonctions © — cosx et © — sinx n’ont pas de limite en +oo.
Ce résultat est communément admis. Démontrons-le.

e Nous posons
VneN, u,=nr

et
Ve eR, g(r)=-cosz.

Nous avons g(u,) = cos(nm) = (—1)", donc la suite (g(u,)) n’a pas de limite
bien que (u,) tende vers +00. Nous en concluons que la fonction g : © — cosx
n’a pas de limite quand x tend vers 4o0.

e Nous posons
s
VneN, un:mr—l—§

et
Ve eR, g(zx)=sinzx.
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Nous avons g(u,) = sin <g + mr) = cos(nm) = (—1)", donc la suite (g(u,))

n’a pas de limite bien que (u,) tende vers 4+00. Nous en concluons que la
fonction ¢ : x — sinx n’a pas de limite quand x tend vers +oo0.

9.7 Formes indéterminées exponentielles

T

9.7.1 Limite de r —— — en +oo
T

Nous disposons de 'inégalité suivante :

2
T
VZ'ER+, €$>?

Démonstration

Nous considérons la fonction g définie sur R, par

1‘2

g(z) =e" — o1

Cette fonction est dérivable sur R, par différence de fonctions dérivables.
Pour tout réel x > 0, nous avons

Du lemme 9.17, nous déduisons
VereRy, d¢(z)=0,

ce qui prouve que la fonction g est croissante sur R, .
Par conséquent, si > 0, alors g(z) > ¢g(0), c’est-a-dire g(z) > 1.
Nous en déduisons que g(x) > 0, ce qui permet de conclure

IQ

VerelR > —,
T , € 5

Nous contrélons graphiquement cette inégalité :
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Proposition 9.24

Nous disposons de la limite suivante :

65(7

lim — = +o0.
r——+00

Démonstration

1 . +00 ey
Nous observons une forme indéterminée du type « g ». Pour lever cette indéter-
00

mination, nous utilisons I'inégalité du lemme 9.23 pour tout réel z > 0.
En divisant les deux membres de cette derniere par x > 0, nous obtenons

er T
V>0, —>—,
T 2

ce qui donne, puisque lim — = 400 et par comparaison :
z—+00 2

em

lim — = 4o0.
r—+00 I

Remarque

o Graphiquement, cette limite signifie que, x étant un réel suffisamment grand,
la pente de la droite passant par les points d’abscisses  sur la droite d’équation
y = x et sur la courbe Ceyp, est aussi grande que 1'on veut.

On dit dans ce cas que la courbe Cep admet une branche parabolique de
direction (Oy), en +oo.

» Nous interprétons aussi cette limite par croissance comparée, ce qui signifie
que la fonction z — €® a une croissance « beaucoup » plus rapide que la
fonction z — x, et par conséquent « I’emporte sur x », en +o0.

o Nous retiendrons que par inverse, nous disposons également de la limite sui-
vante :
lim — =0.
z—+o00 T

e Sans indétermination, nous avons par quotient :
X
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Démonstration

) x
Pour tout réel x > 0, nous posons X = —.
n

Il vient
e enX
N (0§
1 6nX
T Xn
1 eX\"
n" X
X
Puisque Xlim — = +00, par composition avec la fonction z —— 2", nous en
—+00
déduisons

e* 1 e*\"
lim — = lim — X (—) = +00.
z—=+oo " X—+oo M X

En prenant la limite de I'inverse, nous obtenons

xn

lim — =0.
z—+4o00 et

Remarque

Nous interprétons aussi cette limite par croissance comparée, car la fonction
xr — e a une croissance « beaucoup » plus rapide que la fonction z —— 2™ et
par conséquent, la fonction exp « ’emporte » sur les fonctions puissances, en +o00.

Exemple 9.14

Déterminons la limite en 400 de la fonction f : x —— e* — 2x.
Nous observons une forme indéterminée du type « +00 — 00 ».
Pour tout réel x > 0, il vient
eCE
f(x):x(—Z).

X
T

. . € 4 1. .
Puisque lim — 4 oo, nous en déduisons par produit :
r—+00

lim f(x)= +o0.

T—-+00

Exemple 9.15

422 + ¢

Déterminons la limite en +oo de la fonction g : © — o
e

. , 1 ., +00
Cette fois, nous sommes en présence d’une forme indéterminée du type « T ».
00
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Pour tout réel x > 0, en posant X = 2x, nous obtenons :

()_24$2 123:_X2+1X
I\E) = €2 Qe2r X | QX'

X 2
Puisque lim — = lim

— = 0, par composition et par somme, nous obtenons :
X540 X X400 X P P P ’
lim z) =0.
$—++aag( )

Exemple 9.16

Nous étudions la limite en +o00 de la suite (v,,) définie sur N* par

1 1 2
Vn e N vn:<+2>exp<n >
n o n

n-+1

La forme est indéterminée du type « 0 X oo ».
Pour tout entier n non nul :

n+1 ( n? )
Uy = ex .
nr CP\ni1

e
| et pour tout réel x > 0, g(x) = —. Il vient :
x

Ainsi, nous posons u,, =

VneN u, >0 et v, =g(u,),

avec

lim w, =400 et lim g(z)
n—-+o0o T——+00

+o0.

Par composition, nous en concluons

lim v, = +o0.
n—-4oo

9.7.2 Limite de z —— z¢e* en —o0

Proposition 9.26

Nous disposons de la limite suivante :

lim ze® = 0.

T—r—00

Démonstration

La forme est indéterminée du type « 0 X —o0 ».
Nous posons X = —z, ce qui donne
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Par composition, nous obtenons

lim ze® = lim —— =0.
T——00 XS4+00  eX

Remarque

e Sans indétermination, par produit, nous avons lirll ~+00.
T—r+00

o Nous retenons ce résultat en exprimant que, par croissance comparée, r — €*
« 'emporte » sur x en —oo.

Proposition 9.27 — Limite de z —— 2"¢” en —o0

Soit n € N*. Nous disposons de la limite suivante

lim z"e® = 0.
T—r—00

Démonstration

La forme est indéterminée du type « 00 x 0 ».

Nous posons X = —z, ce qui donne
X'n
n_r __ n_—X n
Par composition, nous obtenons
X’)’L
lim z"e” = (-1)" lim — =0.
T—>—00 X—+o00 eX

Remarque

Nous retenons ce résultat en exprimant que, par croissance comparée, I’exponentielle
« 'emporte » sur les fonctions puissances, en —oo.

Exemple 9.17

2
Déterminons la limite en —oo de la fonction f : x — <:r;2 — 2) e’ + 2.
x

Nous observons une forme indéterminée du type « +00 x 0 ».
Pour tout réel x < 0, nous avons

2
f(z) = 2%" — ?ex + 2.

2
Puisque lim 2%¢® = lim —e® = 0, nous en déduisons par somme
T——00 z——00 12

lim f(z) = —oc.

T—r—00
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Démonstration

0
Il s’agit ici d’une forme indéterminée du type « — ».

Pour lever cette indétermination, nous observons que la fonction exp est dérivable
en 0, ce qui donne

Remarque

En posant, pour tout réel x # 0,

nous en déduisons

e’ =1+az+xe(x), avec lir% e(z) =0,
T—
ce qui restitue la fonction x — x + 1 qui est 'approximation affine tangente en 0
de la fonction exp.
On dit aussi que z — x + 1 est le développement limité d’ordre 1 en 0 (DL;(0))
de la fonction exp.

Exemple 9.18

1 — e®
Déterminons la limite en 0 de f : x —— 5 ‘
x
Pour tout réel x # 0, nous avons
1 e"—1
= —= X
(@) -
Nous en concluons ]
lim f(z) = —5.

Exemple 9.19

1
Déterminons la limite en +00 de g : z — (exp () — 1).
T
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1
Pour tout réel x # 0, nous posons X = —. Il vient :
x

n=o(3) -2

Par composition, nous obtenons

169
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La notion de continuité est en apparence plus simple que celle de limite d’une fonction
puisqu’il s’agit d’étudier la limite de cette derniére en un point ou elle est définie. En
fait, ce n’est pas aussi simple que cela lorsque 1’étude de discontinuités s’impose, ce qui
est fréquent en mathématiques mais aussi en physique comme par exemple en théorie
du signal. Nous précisons aussi que la continuité d’une fonction en un point n’est pas
toujours conservée par certains passages a la limite, idée que nous aborderons comme
approfondissement dans ’exercice 7 du TD 10.

De plus, ce concept est tres fécond des qu’il concerne la continuité d’une fonction
sur un intervalle. Dans ce cadre, un résultat fondamental en analyse comme la propriété
des valeurs intermédiaires est explicitée et démontrée. Ce résultat permet, lorsque les
méthodes algébriques ne sont pas utilisables, une résolution approchée et algorithmique
d’une équation du type f(z) = 0.

La continuité, couplée avec la monotonie sur un intervalle, permet de dégager la pos-
sibilité de construire de nouvelles fonctions comme par exemple la fonction logarithme
népérien qui sera étudiée au chapitre 12.

On illustre souvent la continuité d’une fonction sur un intervalle en disant que sa
représentation graphique peut étre dessinée sans « lever le crayon ». Jusqu’au début du
XIXe siecle, c’est cette image qui prédomine et la propriété des valeurs intermédiaires était
considérée comme une évidence géométrique.

171
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C’est le mathématicien tcheque Bernhard Bolzano (1781-1848) qui proposa une dé-
monstration rigoureuse de cette propriété. Le mathématicien allemand Karl Weierstrass
(1815-1897) donna une définition de la continuité qui est celle que nous utilisons de nos

jours.
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10.1 Continuité d’une fonction en un point

10.1.1 Définitions

Définition 10.1 — Continuité

Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est continue en un réel a € I si et
seulement si :

lim f(z) = f(a).

T—ra

Remarque

o Retenir que la continuité en a impose que la fonction f est définie en a.

« Si lintervalle I est fermé, par exemple I = [a,b], on dit que

— [ est continue & droite en a si et seulement si lim f (x) = f(a),
r—a

— [ est continue a gauche en b si et seulement si hlil f(z) = f(b).
z—b~

o f est continue en a si et seulement si f est continue a droite et a gauche en
a. La négation de cette remarque est importante pour justifier notamment
la discontinuité d’une fonction en un point comme nous le verrons dans des
exemples ci-apres.

Proposition 10.1

Dans les conditions de la définition ci-dessus, les trois propositions suivantes sont
équivalentes :

(7) f est continue en a,
(i) lim f(a -+ ) = f(a),
(iit) Ve >0,dAn >0, Ve el, |[r—al<n = |f(x)— fla)| <e.

Démonstration

Pour justifier ’équivalence de ces trois propositions, nous utilisons la méthode « cir-
culaire » suivante :
« () = (i)
Nous supposons que lim f (x) = f(a).
En posant h = x — a, il vient par composition
lim f(a+ h) = lim (2) = /(a)
ce qui prouve (i1).
o (i) = (4ii)
Nous supposons llzlir(l) fla+h)= f(a).
Il en résulte :

Ve>0,dn>0,YVheR, a+hel, |hl<n = |fla+h)—f(a)]<e.
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En posant x = a + h € I, nous obtenons :
Ve>0,dn>0,Vzel, |[z—al<n = |f(z)— f(a)] <e,

c’est-a-~dire (7it).
(#7) signifie par définition que lim f (x) = f(a), ce qui prouve que f est
continue en a.

10.1.2 Exemples et contre-exemples

Proposition 10.2 — Continuité des fonctions de référence

Les fonctions de références c’est-a-dire les fonctions constantes, linéaires, carré, in-
verse, racine carrée, cosinus, sinus, tangente et exponentielle sont continues en tout
point ou elles sont définies.

Démonstration

En effet, en tout point ou elles sont définies, ces fonctions de références satisfont a
la définition de la continuité en point.

Proposition 10.3 — Continuité sur R de la valeur absolue

Quel que soit le réel a, la fonction valeur absolue x — |z| est continue en a.

Démonstration

Soient = et a deux réels. Nous rappelons l'inégalité
12 = lal| < |z = al.
Par conséquent, le réel ¢ > 0 étant donné, pour que “x| — ]a|‘ < g, il suffit que
|z —al| <e.
En posant 1 = €, nous obtenons

Ve>0,dn>0,VzeR, |z—a<n = ‘|x|—|a|’<€,

ce qui prouve la continuité de x — |z| en a.

Exemple 10.1 — Discontinuité de la fonction échelon unité en 0

La fonction échelon unité U est définie sur R par

U(t) =

1 sit>=0
0 sit<0

Graphiquement, il vient :
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1 U()

Nous avons
lim U(t) =1=U(0) # lim U(t) =0,

t—0+ t—0—

ce qui justifie que cette fonction est discontinue en 0.
Exemple 10.2 — Discontinuité de la fonction partie entieére en n € Z
Nous représentons graphiquement la fonction partie entiere x — |z :

4| lx] —

3 — <

Pour tout n € Z, nous avons

lim || =n=|n|]# lim |z] =n—1,

z—nt T—n—

ce qui justifie que la fonction partie entiere est discontinue en n € Z.

10.1.3 Continuité et dérivabilité en un point

Notation L’ensemble des fonctions continues sur un intervalle I est noté C°([).
L’ensemble des fonctions dérivables sur I est noté D'(T).

Plus généralement, si n € N, I'ensemble des fonctions définies sur I dont la dérivée
n-ieme existe et est continue sur I est noté C"(I).

L’ensemble des fonctions dérivables n fois sur I est noté D™([).

L’ensemble des fonctions dérivables a l'infini sur I est noté C*(I).
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Lorsque f € C™(I), on dit que « la fonction f est de classe C" sur I ».

Proposition 10.4

Soient f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et un réel a € I.
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
Autrement dit :

DY(I) c c°(1).

Démonstration

Puisque f est dérivable en a, cette fonction admet en a une approximation affine,
ce qui signifie que, pour tout réel h tel que a+h € I, il existe une fonction ¢ définie
au voisinage de 0 telle que

fla+h) = f(a)+ hf'(a) + he(h), avec lim @(h) = 0.
Par somme des limites en 0, nous en déduisons

lim f(a+ h) = lim ((a) + hf'(a) + hip(h)
= lim f(a) + lim hf'(a) + lim hip(h)
~ f(),

ce qui prouve que f est continue en a.

Remarque

Attention! La réciproque est fausse. Le contre-exemple qui suit est a retenir.
La fonction o — |z| est continue en 0. Etudions sa dérivabilité en 0.
Pour tout réel x # 0, nous avons

m_ 1 siz >0
T -1 sixz<0

Il en résulte
=1 et lim |x—| = -1

z—0t X z—0- T ’

ce qui prouve que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

En d’autres termes, la représentation graphique de la fonction z — |z| admet a
I'origine du repere deux demi-tangentes de pente 1 pour x > 0 et de pente —1 pour
x < 0.
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Remarque

Nous disposons de la relation par récurrence suivante :
vn e N, C"(I)cD"(I) ccn().

Autrement dit, une fonction dont la dérivée n + 1 est continue sur I est nécessaire-
ment dérivable n + 1 fois sur 7, et comme une fonction dérivable sur I est continue
sur I, alors la dérivée n-ieme de la fonction est continue.

Par ailleurs, pour tout n € N*| les ensembles C"(I) et D™(I) sont des sous-espaces
vectoriels de I'espace vectoriel des fonctions continues C°(I), ce qui par propriétés
des espaces vectoriels, entraine le paragraphe qui suit.

10.1.4 Opérations sur les fonctions continues en un point

Proposition 10.5

Soient un réel A\, u et v deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I, continues
ena € I.
Les fonctions

e U+

e A\u

* U-V

1
e — et E, avec v(a) # 0
v

sont continues en a.

Démonstration

La continuité de chacune de ces fonctions est acquise en appliquant les opérations
sur les limites en a (et pour les deux premieres par propriétés de ’espace vectoriel

C(I)).

Corollaire 10.6

Les fonctions polynomes et rationnelles sont continues en tout point ou elles sont
définies.

Démonstration

Nous utilisons la proposition précédente.

o Par multiplication par un réel de fonctions puissances puis par addition, un
polynome est continu en tout point ou il est défini.

» Par quotient de deux polynémes, une fonction rationnelle est continue en tout
point ou elle est définie.
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Proposition 10.7 — Composition et continuité en un point

Soient u une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a € I, g une fonction
définie sur un intervalle J.

Nous supposons que u(a) € J.

Si u est continue en a et g est continue en u(a), alors g o u est continue en a.
Autrement dit, si u(l) C J :

(uel’(I))A(geC’(J) = gouel’().

Démonstration

Puisque u est continue en a et g est continue en u(a), nous avons

lim f(z) = f(a) et lim ¢(X)=g(u(a)).

T—a X—u(a)

Par composition, en appliquant le théoreme 9.21, nous en déduisons

lim (g 0 u)(z) = g(u(a)) = (g 0 u)(a),

r—a

ce qui justifie la continuité de g o u en a.

Corollaire 10.8

Soit u une fonction définie sur un intervalle ouvert et continue en a € 1.
Sous réserve d’étre définies en a, les fonctions

x — u"(x), avec n € Z,
v — /u(w),

x — cos (u(x)),

x — sin (u(z)),

()
()

x»—)exp(ux)

x|—>tan(uw

)
9

sont continues en a.

Démonstration

Cela résulte immédiatement par composition, en appliquant la proposition précé-
dente.
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10.1.5 Composée d’une suite par une fonction continue en un
point

Proposition 10.9

Soient g une fonction définie sur un intervalle ouvert I, (u,) une suite définie sur N
et un réel ¢ € I.
On suppose que la condition suivante est réalisée

VneN, u,e€l.

Si lim w, =/ et g est continue en ¢, alors
n——+0oo

Jim_ g(uw) = g(0) =g ( Jim_u.).

n—-+o0o

Démonstration

Puisque ¢ est continue en ¢, nous avons

lim w,=/¢ et lim g(X)=g(l).
XL

n—-4o00

En appliquant la proposition 9.22 sur la limite de la composée d’une suite par une
fonction, nous en concluons :

i g(u,) = g(f) = g <nggloo un>

Corollaire 10.10

Les données sont celles de la proposition précédente.

Si lim w, = /¢, alors
n—-+400o

lim (u,)P =

n—-+o00
nl—i&loo’/u” =/l avec u, > 0,4>0
Jim fun] =14

1 1
=— avecu, #0,0#0

n—1>I—1|—loo (un)P /p

lim coswu,, = cos?
n—-+o00

lim sinw,, = sin/
n—-+00

lim tanw, = tan/
n—-+4oo

: _
ngrfw exp(u,) =e
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Démonstration

Ce corollaire résulte de la proposition précédente en composant une suite par une
fonction de référence continue en un point ou elle est définie.

Remarque

Nous admettons que la réciproque de cette proposition est vraie.
Cette équivalence est nommeée « caractérisation séquentielle * » d’une fonction conti-
nue en un point.

a. L’adjectif “séquentielle” est issu du mot anglais “sequence” dont la traduction est “suite” en
frangais.

10.1.6 Suite récurrente et fonction continue en un point

Proposition 10.11
Soient g une fonction définie sur un intervalle ouvert I et un réel £ € I.
Etant donnée une suite (u,) définie sur N satisfaisant a

— VneN, u,el

— 1ug est donné

— VneN, 1 =g(u,).

Si (uy,) converge vers £ et si g est continue en ¢, alors ¢ = g(¢).

Démonstration

e D’une part, en appliquant la proposition 10.9, si ligl u, = £ et g est continue
n—-+0o0o

en ¢, alors nous savons que

lim g(un) = g(¢)

n—-+00

o D’autre part, montrons que : lim w,; = /.
n— 0o

En effet, un réel ¢ > 0 étant donné, puisque (u,) converge vers le réel ¢, il
vient

ANeN,Vn >N, |u, — /| <e.
Or, n > N implique n+ 1 > N, ce qui prouve que |u,+1 — | < €.

Par suite, nous avons montré que lim wu, 1 = /.
n—-+o0o

o Comme, pour tout entier naturel n, u,+1 = g(u,), par unicité de la limite,
nous en concluons

g(f) = L.
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Remarque

e Avec les données de la proposition, le réel ¢ est une solution dans 'intervalle
I de I'équation g(z) = x.

« La réciproque est fausse, c’est-a-dire I’équation g(x) = x peut avoir un en-
semble non vide de solutions bien que la suite (u,) diverge.

Comme contre-exemple, nous considérons la suite (u,,) définie sur N par ug = 0
et un11 = 2u, + 2, qui diverge par récurrence immédiate.

Mais I’équation 2x + 2 = x a pour solution r = —2.
« Par négation de la proposition précédente, si ’équation g(x) = = n’a pas de
solution dans l'intervalle I, alors la suite (u,,) diverge.

Exemple 10.3

Nous considérons la suite (u,,) définie sur N par

Uy =

ot =

1
Upyp1 = §un(1 — Uy)

1
Nous observons que la fonction f : z —— 5.7:(1 —x) génere la suite (u,), c’est-a-dire

VneN, upp = f(un),

Nous déterminons les variations de cette fonction sur I'intervalle [0,1].

1
Puisque, pour tout réel x € [0,1], nous avons f'(z) = 5 — % nous obtenons son

tableau de variations :

T 0 1 1
2
1! + 0 —
1
8
f
0 0

Nous en déduisons
<1

?

Vo e[0,1], 0< f(x) <

oo =

ce qui permet d’affirmer, par récurrence
VneN, 0<u,<l1.

De plus, pour tout entier naturel n, nous avons

1 1
Upp1 — Uy = §un(1 — Up) — Up = —i(ui + uy,) < 0.
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Nous en déduisons que cette suite est décroissante et puisqu’elle est minorée par 0,
nous en concluons qu’elle converge vers un réel £ € [0,1].

La fonction f est continue au point ¢/, donc en appliquant la proposition précédente,
nous savons que ¢ est une solution de I’équation f(x) = x.

Il vient

1
flx)=2 <= 590(1—93) =z
1
= _595(1 +2)=0
<— =0 ou z=-1.
Puisque ¢ € [0,1], nous en concluons

(= lim u, =0.
n—-+oo

10.2 Continuité sur un intervalle

10.2.1 Définitions

Définition 10.2

Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert I si et seulement si quel que
soit le réel a € I, f est continue en a.

Remarque

o Si I est semi-fermé ou fermé, par exemple I = [a,3], f est continue sur I si
et seulement si

— f est continue sur |a,f],
— f est continue a droite en «,
— f est continue a gauche en .

o D’une fagon imagée, f est continue sur un intervalle I signifie que sa courbe
représentative C; peut étre dessinée, « sans lever le crayon ».

o La suite de ce chapitre a pour finalité I’étude de I'action d’une fonction conti-
nue sur un intervalle.

Nous donnons ci-apres quelques exemples d’images d’intervalles selon que la
fonction est ou n’est pas continue.

Exemple 10.4

Nous donnons la représentation graphique de la fonction échelon unité U définie sur

R par
1 sit>=0
Uy=14_ "
0 sit<0
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1 U()

L’image de l'intervalle [—1,2] par la fonction U est {0,1}. Autrement dit :

Nous observons graphiquement que U([—2,1]) n’est pas un intervalle.

Exemple 10.5

Nous donnons la courbe représentative d'une fonction f qui n’est pas continue en

0:
1 #(a)

L’image de I'intervalle [—1,2] par la fonction f est [—2,0[U]1,3]. Autrement dit :

Nous observons graphiquement que f([—1,2]) n’est pas un intervalle.
De plus, quel que soit le réel k € [0,1], ’équation f(z) = k n’a pas de solution.
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Exemple 10.6

Nous donnons la courbe représentative d’une fonction f qui cette fois est continue
sur l'intervalle [—1,2] :

1 /(2)

L’image de l'intervalle [—1,2] par la fonction f est [—2,3]. Autrement dit :

f(=1.2]) = [-2,3].

Nous observons graphiquement que f([—1,2]) est un intervalle.
De plus, quel que soit le réel k € [—2,3], I'équation f(x) = k admet au moins une
solution dans l'intervalle [—1;2].

10.2.2 Propriétés des valeurs intermédiaires

Proposition 10.12 — Méthode de dichotomie (ou Théoréme de Bolzano)

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur l'intervalle
[a,b].
Si f(a)f(b) <0, alors

dec e [ab], f(c)=0.

En d’autres termes, I’équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans l'inter-

valle [a,b].

Démonstration

Cette preuve est difficile mais édifiante par les outils sur les suites qu’elle mobilise.
C’est pour cette raison que nous vous la proposons en détail et qu’elle sera une
démonstration importante au programme de colle. Elle comporte 7 étapes.

[1] Cas particuliers et définitions de deux suites.
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e Si f(a) = 0 (respectivement f(b) = 0), alors ¢ = a (respectivement ¢ = b)
répond a la question.

Pour fixer les idées, nous supposons que f(a) < 0 et f(b) > 0.
o Nous considérons les deux suites (u,) et (v,) définies sur N par

Ug — a
Uozb,

et, pour tout entier naturel n :

. U, + v Up+1 = Up
7s1f( = n)}O, alors Up + Up,
Un+1 =
2
— si f( " n) < 0, alors s 2
Upn+1 = Un
[2] Nous prouvons
Uy — Up
VneN, Uy —vp = 5
Soit n € N.
. Uy TV
. Slf< " n)}O,alors
Unp, + Un Up — Up
Un+1 — Un41 = Up — 9 - 9
. Uy + U
. Slf< ”2 ") < 0, alors
Unp, + Un Up — Up
Up+1 — Uny1 = 9 — Unp = 9 .
Nous en concluons
Uy — U
VneN, upp1 — Unpp1 = — 5 =

[3] Nous déduisons de [2]
VneN, u, <y,

En effet, I'étape [2] signifie que la suite (u, — v,) est géométrique de raison
q= 3 et de premier terme uy — vg = a — b.

Il en résulte, pour tout entier naturel n,

1

Un — Vn = (up — v0)q" = (a — b) (2)n —

a—>b
on

Puisque a < b, nous en déduisons u,, — v, < 0, ce qui implique
VneN, wu, <uv,.

[4] Variations des suites (u,) et (v,,).



186 CHAPITRE 10. CONTINUITE

 Variations de (uy,).

— Si f <un2+vn> > 0, alors

Upt1 — Up = Uy — Uy, = 0, donc upiq = Up.

— Si f <unQ+UH> < 0, alors

_un+vn Up — Up
Up+1 — Up = 2 — Up = 9 )

ce qui prouve, en appliquant 'inégalité [3],
Upt1 — Uy = 0, SOIE Uy = Uy

Nous en concluons que la suite (u,,) est croissante.
« Variations de (v,,).

- Sif<un+vn

T) > 0, alors

_un+vn _un_vn
Un—l—l_vn—T_vn—T?

ce qui prouve, en appliquant 'inégalité [3],
Up+1 — Un < 0, soit v,41 < vy,
Up, + Uy,
2

Unt1 — Up = Uy — U, =0, donc v, < vy,.

—Sif( ><07 alors

Nous en concluons que la suite (v,) est décroissante.
[5] Limite de f(u,) et de f(v,).
« De [3], nous déduisons

lim w, —v, = lim
n—o+oo L

Comme de plus, d’apres [4], la suite (u,) est croissante et la suite (vy,)
est décroissante, nous en concluons que ces deux suites sont adjacentes
et par suite elles convergent vers un méme réel c.

» Toujours d’apres [4], pour tout entier naturel n, nous avons
Up = Uy €t v, < g,
c’est-a-dire, en utilisant I'inégalité [3],
a < u, < v, <0,

soit
up € [a,b] et v, € a,bl.

En passant a la limite sur ces deux doubles inégalités, nous en déduisons

¢ € [a,b].
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« Puisque f est continue en ¢ € [a,b], nous appliquons la proposition 10.9
aux suites (u,) et (v,), ce qui donne par composition

lim f(u,) = f(c) = lim f(vy,).

n—-+0o0o n—-+oo

[6] Signe de f(u,) et f(vy,).

e Montrons par récurrence la proprié¢té définie sur N par :
P(n): f(u,) <0.
Initialisation
f(up) = f(a) <0, ce qui implique
f(ug) <0.
Z(0) est donc vraie.
Hérédité
Soit n € N tel que & (n) soit vraie, i.e. f(u,) < 0.
_sif (un + v,

Up1 = U, donc  f(uns) = f(u,) <0 (dapres 2 (n)),

> > 0, alors :

ce qui prouve dans ce cas que l'inégalité proposée est héréditaire.

— Sif (un—zi—vn> < 0, alors :
Uy + Uy
Uu. g
n+1 2 )
donc .
flunsn) = f (222) <0

soit f(uns1) < 0, ce qui prouve dans ce second cas que 'inégalité
proposée est héréditaire.

En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons
VneN, f(u,) <O.
e Montrons par récurrence la propriété définie sur N par
2(n) : f(v,) =2 0.

Initialisation

f(vo) = f(b) = 0, ce qui implique
f(’l)[)) 2 O
2(0) est donc vraie.

Hérédité
Soit n € N tel que 2(n) soit vraie, i.e. f(v,) > 0.
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> > 0, alors :

Uy + Uy
2 )

Up+1 =

done
Uy + Uy,

fni) = f (=522 2 0.
ce qui prouve dans ce cas que I'inégalité proposée est héréditaire.
n + n
—Sif(u U><O,alors:

Unp1 =Up donc  f(vpi1) = f(v,) =0 (dapres 2(n)).

Dans ce second cas, 1'inégalité proposée est aussi héréditaire.

En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons
VneN, f(v,) >0.

[7] Conclusion.
Puisque
lim f(u,) = f(c) et VneN, f(u,) <O,

n——+0o00

nous en déduisons par conservation des inégalités par passage a la limite,

De la méme fagon, puisque

lim f(v,) = f(c) et VneN, f(uwm)=0,

n—-+o0o

nous obtenons

Ainsi, nous en concluons

Remarque

Les suites (u,) et (v,) fournissent un algorithme qui détermine, avec une précision
donnée, une approximation d’une solution ¢ € [a,b] de I"équation f(x) = 0. Cet
algorithme est la méthode de dichotomie que nous décrivons ci-apres.

Algorithme de dichotomie Pour fixer les idées, nous localisons la solution ¢ de fa-
¢on unique dans un intervalle [a,b] sur lequel la fonction f est monotone, par exemple
croissante.

b
Nous considérons le centre m = ath de 'intervalle [a,b].

C’est le signe de f(m) qui induit deux cas selon la position de m relativement a c.
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1°" cas : f(a)f(m) < 0.

Dans ce cas, ¢ € [a,m], nous réitérons le processus dans l'intervalle [a,m] en affectant
a b la valeur m.

2¢ cas : f(a)f(m) > 0.

Dans ce cas, ¢ € [m,b], nous réitérons le processus dans U'intervalle [m,b] en affectant
a a la valeur m.

La fonction f, les réels a et b ainsi que I'entier p étant choisis en entrée, ’algorithme
qui suit restitue une valeur approchée a 1077 pres.
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def dicho(f,a,b,p)

1

2

while b-a > 10**(-p)
m-(a+b) /2
if f(a)*f(m)<0 :
b=m
else :
a=m
return b

Exemple 10.7

Pour exécuter cet algorithme, nous considérons la fonction
. 3
frxr— a2+ —1.

Une observation graphique permet de localiser une solution ¢ € [0,1] de I’équation
¥ —z—1=0.

La fonction f est continue sur [0,1].

De plus, nous avons :

f(0)=—-1 et f(1)=1.
La proposition précédente permet d’affirmer I'existence d’une solution ¢ € [0,1] de
I'équation 22 +x — 1 = 0.
On définit la fonction f en Python :

def f(x)
return (x**3+x-1)

En utilisant la fonction dicho(£f,0,1,3) définie précédemment, on obtient :

>>>0.6826171875

ce qui donne ¢ ~ 0,683 au millieme pres.

Théoréme 10.13 — Théoréme des valeurs intermédiaires

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur I'intervalle
[a,b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢ € [a,b] tel que

fle) =k.

Démonstration
Nous distinguons par disjonction deux cas.

1¢r cas. Si f(a) = k (respectivement f(b) = k), alors ¢ = a convient (respective-
ment ¢ = b).

2¢ cas. Pour fixer les idées, nous supposons que f(a) < k < f(b).
Nous considérons la fonction g définie sur [a,b] par g(z) = f(z) — k.

o Les fonctions f et x — —k sont continues sur [a,b], par somme, il en est de
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méme de la fonction g.

« De plus, puisque f(a) < k < f(b), nous en déduisons

En appliquant la proposition 10.12 de dichotomie, nous obtenons
e €lab], g(c) =0,

soit f(c) = k.
Pour conclure, pour tout k € [f(a),f(b)] (respectivement k € [f(b),f(a)]), il existe
un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) = k.

Remarque

o Le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI) signifie que, pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b), I'équation f(z) = k admet au moins une solution
dans Uintervalle [a,b] mais I'unicité de cette solution n’est pas garantie par ce
théoreme. On a donc la surjectivité de la restriction f], .

e Lorsque k£ = 0, nous retrouvons le théoreme de Bolzano, qui est donc un cas
particulier du TVI.

e Le théoréme des valeurs intermédiaires donne une preuve de 'existence im-
plicite d’au moins une solution de I'équation f(x) = k, ce qui signifie, en
général, qu'une résolution algébrique de cette derniere est impossible. Une
méthode comme la dichotomie est alors privilégiée. Elle permet d’approximer
avec une précision donnée une solution localisée par les valeurs intermédiaires
de I’équation f(x) —k =0.

o La condition de continuité de f est essentielle pour appliquer le théoreme des
valeurs intermédiaires. L’exemple 10.4 en est un contre-exemple.

o Nous pouvons observer graphiquement que l'intervalle [ fla),f (b)} (respecti-
vement [f(b),f(a)] est inclus dans f([a,b]) = [m,M] :
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Remarque

L’unicité de la solution de I'équation f(x) = k est assurée lorsque f est une bijec-
tion : cela constitue le théoréme de la bijection (Théoreme 10.18).

Exemple 10.8

Nous considérons sur 'intervalle [0,1] la fonction g : x — z + 3 — €** et 1'équation
g(x) =1.
Cette fonction est continue par somme sur [0,1].
De plus, nous avons
g(0)=2 et g(1)=4—-¢*<0,

donc 1 € [g(1),9(0)].

Les conditions sont réunies pour appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires,
ce qui justifie que I’équation g(z) = 1 admet au moins une solution dans 'intervalle
[0,1].

Graphiquement, nous observons que cette solution est unique dans cet intervalle.
Puisque g(z) =1 <= x+2—¢>® = 0, nous appliquons l'algorithme de dichotomie
pour déterminer une valeur approchée de cette solution en considérant en entrée la
fonction f : v — x + 2 — €**, ce qui donne, avec une précision de 1073 :

1 from math import *

5 def f(x)
1 return x+2-exp(2%x)

¢ dicho(£f,0,1,3)
Une exécution de ce programme donne :

>>>0.4482421875.

10.2.3 Action d’une fonction continue sur un intervalle

Proposition 10.14 — Image d’un intervalle quelconque

Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

Démonstration

Soient a € I et b € I tels que a < b. On a donc [a,b] C I.
Supposons, pour fixer les idées, que f(a) < f(b). En posant y; = f(a) et yo = f(b),
nous avons

(y1.y2) € f(I)%.

La fonction f est continue sur I, elle 'est donc sur [a,b]. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires, pour tout y € [f(a),f(b)}, il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =y.
Autrement dit :

Vy € [y1,92], y € f(D),
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ce qui est la définition de f(/) intervalle.

Remarque

Les intervalles I et f(I) ne sont pas toujours de méme nature.
Les exemples qui suivent en sont une illustration :

2
2+1
Graphiquement, nous observons que I'intervalle ouvert R =| — 00,4 00| a pour
image par f Uintervalle semi-ouvert (ou semi-fermé) ]0,2].

o cos(R) =[-1,1] et sin(R) = [—-1,1].

» Nous considérons la fonction f définie sur R par f(z) =

Lemme 10.15 — Caractérisation séquentielle de la borne supérieure

Soient A une partie non vide et majorée de R et M un majorant de A.
Nous disposons de ’équivalence suivante :

M =supA < F(up)neny € AN,  lim u, = M.

n—-+00

Démonstration

D’apres la propriété de la borne supérieure (théoreme 4.4), A admet une borne
supérieure.

Supposons que M = sup A, c’est-a-dire, par la caractérisation de la borne
supérieure :
Ve>0,dee A, M—ce<u.

Soit n € N.
1
En posant ¢,, = ——, il vient :
n+1

dx, € A, M —zx, <e,.

M étant un majorant (par définition), la suite (z,,) vérifie alors :

1
n+1

VneN, |z,— M|<

Comme lim
n—+oo n 4+

1= 0, par théoreme d’encadrement :

lim x, = M.
n—-+o0o

La suite (z,,) ainsi construite convient donc.

Supposons que
3 (tp)neny € AN, lim w, = M.

n—-+o0o

Par définition :
Ve>0,dneN, |u,— M|<e,



194 CHAPITRE 10. CONTINUITE

ce qui implique, comme M est un majorant de A et (u,) est une suite a valeur
dans A :
Ve>0,dx €A, M—e<u,

ce qui équivaut a M = sup A.

Remarque

On dispose évidemment de la caractérisation équivalente pour la borne inférieure.

Proposition 10.16 — Image d’un intervalle fermé

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b] avec a < b, alors f([a,b]) est
un intervalle fermé.

Plus précisément, si f est continue sur [a,b], alors f([a,b]) = [m,M], o m est le
minimum et M le maximum de f sur [a,b].

Démonstration

o Montrons dans un premier temps que f ([a,b]) est borné. Supposons par ’ab-
surde le contraire.

Dans ce cas, il existe ¢ € [a,b] tel que lim f(z) = £oo.
x (&
Par conséquent, f n’est pas continue en ¢ € [a,b], ce qui est contradictoire
puisqu’elle est continue sur [a,b].
Alinsi, les bornes inférieures et supérieures de f ([a,b]) existent.

o Montrons maintenant que ces bornes sont les extrema de f([a,b]). Notons
m = inf f([a,b]) et M = sup f([a,b]).

— D’apres le lemme 10.15, il existe une suite (y,) € f([a,b])N telle que
lim y, =M.

n—-+4o0o

Pour tout n € N, nous avons, comme y,, € f([a,b]) :
dz, € [ab], yn = f(xn).
La suite (z,,) ainsi définie est telle que

lim f(z,) = M.

n—+oo

Posons x; = 1_1)111 x,. Pour tout n € N, z,, € [a,b], donc a < x,, <b.
n o

Par passage a la limite dans cette inégalité, nous avons :
zp € [a,b)].

La fonction f étant continue sur [a,b], par composée (proposition 10.9),
il vient :

lim f(z,) =7f (nl—lgloox"> = f(zy) = M.

n—-+o0o
Comme zy € [a,b], M = f(zn) € f([a,b]).
M est donc le maximum de f([a,b]).
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— Par un raisonnement analogue, nous montrons que m est le minimum de
£ ([a,0]).

f ([a,b]) étant un intervalle d’apres la proposition 10.14, par définition du maximum
et du minimum d’un ensemble, nous obtenons :

f([a>b]) = [m7M]

Remarque

» Nous rappelons que

— le minimum m est atteint par f sur [a,b], ¢’est-a-dire :
Ja € [ab], fla)=m.

— le maximum M est atteint par f sur [a,b], ¢’est-a-dire :
B € lab], f(B)=M.

e La réciproque de cette proposition est fausse comme le montre le contre-
exemple qui suit.
Nous représentons graphiquement la fonction f définie sur l'intervalle [0,2]

par
T siz e (0,1
fla) = el
—2rx+5 size[l2]
3 1
2 1
1 1

Cette fonction est discontinue en x = 1 bien que I'image de I'intervalle fermé
[0,2] par f soit U'intervalle fermé [0,3].




196 CHAPITRE 10. CONTINUITE

10.2.4 Continuité et monotonie stricte sur un intervalle

Proposition 10.17

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue et strictement
monotone sur U'intervalle [a,b].

Nous disposons de la propriété suivante :

Pour tout réel k& compris entre f(a) et f(b), il existe un unique réel ¢ € [a,b] tel que

f(&) =k

Démonstration

Pour fixer les idées, nous supposons que f est croissante strictement sur [a,b].

o FExistence d’une solution.

Dans ce cas, nous avons k € [f(a),f(b)] et le théoreme des valeurs intermé-
diaires assure 'existence d'un solution ¢ € [a,b] de I'équation f(z) = k.

e Unicité de la solution.

Nous supposons que 'équation f(z) = k admet deux solutions c et ¢’ distinctes
(par exemple ¢ < ¢') appartenant a Uintervalle [a,b].

Puisque f est croissante strictement sur [a,b], nous obtenons

fle) < F(€),

c’est-a-dire k < k, ce qui est contradictoire.

Par ’absurde, nous avons prouvé que ¢ = .
)

Remarque

e Si f est continue et strictement croissante sur [a,b], 'image de cet intervalle
est I'intervalle fermé f([a,b]) = [f(a),f(b)].
Dans ce cas, la proposition précédente signifie également :

Vke [f(a),f(b)}, e € fab], f(c)=Fk,

ce qui correspond & la définition de f|,y bijection de [a,b] sur [f(a),f(D)].

 Si f est strictement décroissante sur [a,b], sa restriction a [a,b], fljs, est aussi
une bijection, cette fois de [a,b] sur [f(b),f(a)].

Exemple 10.9

Nous étudions I’équation x® — e™® = 1 dans l'intervalle [0,2].
« Pour cela, nous considérons sur [0,2] la fonction f: z — 23 —e™7.
Cette fonction est continue sur [0,2] par composition et différence.
De plus, nous avons

f0)=-1 etf(2)=8-¢?
donc 1 € [f(0),f(2)], ce qui permet d’appliquer le théoréme des valeurs inter-
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médiaires, qui assure que I’équation g(z) = 1 admet au moins une solution ¢
dans I'intervalle [0,2].

La fonction f est dérivable sur [0,2] et nous avons
fl(@) =32 +e* >0,

ce qui justifie que f est croissante strictement sur [0,2].
L’unicité de la solution ¢ de cette équation est ainsi acquise d’apres la propo-
sition précédente.

e Pour introduire la suite de ce chapitre, nous pouvons étudier par extension
cette équation sur R.
De la méme facon, la fonction f est continue et croissante strictement sur R.
En remarquant que par somme,

lim f(z)=—oc0 et lim f(x)=4o0,

T—>—00 T—+00

nous en concluons par extension, que f est une bijection de R sur R.
Par conséquent, le réel 1 admet par f un unique antécédent ¢ € R, ce qui
prouve que 1’équation f(z) = 1 admet une unique solution ¢ € R.

« Il faut remarquer que la localisation de la solution ¢ dans intervalle [0,2]
permet d’approximer cette derniere, par dichotomie.
Pour clore cet exemple, nous controlons graphiquement :
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Théoreme 10.18 — Théoréme de la bijection

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I quel-
conque, alors f est une bijection de I sur lintervalle image f([), ce qui signifie

Vye f(I),xel, f(z)=y.

Démonstration

Puisque f est continue sur l'intervalle I, par extension de la propriété des valeurs
intermédiaires, nous énongons que tout réel y appartenant a 'intervalle f(I) admet
au moins un antécédent x € I par la fonction f.

L’unicité du réel z est établie comme dans la preuve de la proposition précédente.
En effet, nous supposons par I'absurde que y admet deux antécédents distincts x et
z’ (par exemple = < z').

Pour fixer les idées, nous supposons que f est décroissante strictement sur I, ce qui
implique

f(@) > f(@),

soit y > y, ce qui est contradictoire.
Par I'absurde, nous avons prouvé que tout réel y appartenant a Uintervalle f(I)
admet un unique antécédent par la fonction f dans I.

Remarque

o Selon la nature de lintervalle I, lintervalle f(I) est déterminé dans le
contexte.

Par exemple :

— si f est croissante strictement et continue sur I =|a,b], alors

f(1) = | tim f(2), lim f(z)|

z—at T—b—

— si f est décroissante strictement et continue sur I =]a, + oo, alors

F1) =] im_f@), lim f(2)]

r——+00 r—a

— si f est croissante strictement et continue sur I =| — oo, + oo|, alors

F(1) =] lim_f(x), lim_f(z)].
o Le théoreme de la bijection est particulierement important car il permet la
construction de nouvelles fonctions de référence, comme nous allons le voir
dans la section 10.3.

Exemple 10.10 — Fonction racine carrée

Soit f la restriction & R, de la fonction x — 2.
Cette fonction est continue et croissante strictement sur R, c’est donc une bijection
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de [0, + oo[ sur l'intervalle

fRS) = | £(0), Tim 22| = [0, + o0
Nous en déduisons que, pour tout réel y € R, ’équation 2? = y admet une unique
solution = dans R, et nous savons que x = ,/y convient.
Nous définissons ainsi la fonction racine carrée y — ,/y, en associant a chaque
y € Ry son unique antécédent x = ,/y par la fonction carré. C’est ce que nous
avons vu avec la bijection réciproque a la section 3.4.

Exemple 10.11 — Fonction logarithme népérien

La fonction exp est continue et croissante strictement sur R, ¢’est donc une bijection
de R sur l'intervalle

exp(R) = | lim e, Jm e’ [ =]0, + oo[= R
Par conséquent, pour tout réel y € R*, I'équation exp(z) = y admet une unique
solution x dans R qui est par définition le logarithme népérien de y > 0, noté
xr = In(y).
Alinsi, nous définissons la fonction logarithme népérien In : y — Iny, en associant
a chaque y € R’ son unique antécédent = Iny par la fonction exponentielle. La
fonction In est la bijection réciproque de I’exponentielle.
Nous pouvons retenir des a présent 1’équivalence suivante :

VeeR VyeRL, y=e" < z=Iny.

10.3 Fonction racine n-iéme

Proposition 10.19

Soit un entier naturel n > 2 et un réel a > 0.
L’équation 2™ = a admet une unique solution dans R, .

Démonstration

Pour tout entier n > 2, nous considérons la fonction puissance p, définie sur R
par
po(z) = 2"
o Pour réviser, nous prouvons que p,, est croissante strictement sur R, par une
méthode directe.
Soient a et b deux réels appartenant a R, tels que a < b.
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Nous savons, depuis la classe de Premiere, factoriser a™ — b", ce qui donne

pn(a) — pu(b) = a”™ — 0"
n—1

=(a—10b)> an Ry
k=0
Puisque a < b, cela implique que a — b < 0.
Puisque a € R, et b € Ry, avec a # b, nous en déduisons

n—1

Z a1 RpE > 0.

k=0
Il en résulte
pn(a) < pn(b)7
ce qui prouve que p, est strictement croissante sur [0, + ool.

« De plus p, est continue sur Ry, c’est donc une bijection de [0, + oo[ sur son
image
Pa(R+) = [pal0), lim_pu(e)| = [0, + co[=R.

Par conséquent, tout réel a € R, admet par p, un unique antécédent x € R, ,
ce qui justifie que I’équation ™ = a admet une unique solution dans R.

Définition 10.3 — Fonction racine n-iéme

Soit un entier n > 2.

Pour chaque réel a € R, la racine n-iéme du réel a, notée /a, est 'unique solution
appartenant a R, de I’équation " = a.

La fonction 2 — ¥z définie sur R, est la fonction racine n-iéme.

Remarque

o Nous retiendrons par définition que, pour tous les réels a et b appartenant a
R, , nous disposons de 1’équivalence

V' =a < b= {/a.

e Sin > 2 est un entier impair, la fonction z — {/x peut étre définie sur R,
car dans ce cas, la fonction x — z" est une bijection de R sur R.

Proposition 10.20

Soit un entier n > 2. Pour tout réel a € R, nous avons

(Va)"=a et Var=a.
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Démonstration

Soit un réel a > 0.

« Par définition, /a est 'unique solution de I'équation 2™ = a, ce qui signifie
(va)" =a

o Pour justifier la seconde égalité, nous posons b = a”. Il vient
ar = b,

ce qui implique

(%)n =lbp=a"
Puisque V/b € R, et a € R, nous avons :
Vb =a,

ce qui justifie

var = a.

Remarque

La proposition précédente permet de poser, pour tout entier n > 2 et x € R,
o = V.

En effet avec cette notation, nous avons :

313

(:L’%)n:x%:x et (x”)%::c =z,

ce qui signifie que les propriétés des exposants entiers peuvent étre étendues a

I'exposant rationnel —, avec n > 2. Nous le démontrons dans la proposition qui
n

suit.

Proposition 10.21 — Action de la fonction racine n-ieme sur la multipli-

cation

Soit un entier n > 2.
Pour tous les réels a > 0 et b > 0, nous avons

Vab = {/a x Vb,

soit ) ) )
(ab)n =an X bn.

Démonstration

Soient un entier n > 2, a et b deux réels positifs.
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En posant o = {/a et § = /b, nous obtenons
a=a" et b=p[", avec a = 0 et > 0.

Nous en déduisons
axb=a"xp"=(ap)",

ce qui équivaut a
aff = Vab.

Nous en concluons

Vab = /a x Vb.

Remarque

De la méme facon, en exercice, nous pourrons justifier que les propriétés algébriques
de la fonction racine carrée se généralisent pour la fonction racine n-ieme, c’est-a-

dire :
1 1

a {/a a\» an
Va>0 Vb0, Q/j:— it (— _
° a 0 ) b soi b> D
1

= 1

1 L .
e Va=>0, Va = ®/a soit (cﬂ)p =ar, avec p > 2 entier.
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Nous complétons dans ce chapitre les connaissances acquises en classe de Premiere a
ce sujet.

Conformément aux directives du programme officiel, nous mettons en place la dériva-
tion de la composée de deux fonctions, ce qui permet d’établir de nouvelles formules de
dérivation. Dans ce contexte, nous introduisons également la notion de fonction convexe
qui précise la position d’une courbe relativement a ses tangentes.

Pour aller plus loin, nous prouvons le théoreme de Rolle et celui des accroissements
finis, ce qui permet ensuite de donner une justification rigoureuse du lien entre le signe de
la dérivée et sens de variations de la fonction considérée. Les accroissements finis autorisant
aussi un traitement satisfaisant de la convergence de suites récurrentes non monotones,
c’est la méthode du « point fixe ».

Nous étudions, d'un point de vue algorithmique, la résolution algébrique d’équations
de la forme f(z) =0:

— par la méthode de la sécante en lien avec la notion de convexité,
— par la méthode des tangentes ou de Newton.

Historiquement la notion de dérivée est le point de départ de I’analyse moderne. Au
XVII® siecle, Gottfried Wilhelm Leibniz et Isaac Newton amorcent 'idée de dérivée en
proposant la notion « d’infiniment petit ». Cependant, cette notion est treés intuitive donc

203



204 CHAPITRE 11. DERIVATION : COMPLEMENTS

peu rigoureuse. Il faut attendre le XVIII® siecle pour que d’Alembert affine la notion de
dérivée en un point en considérant la notion de taux d’accroissement.

C’est avec Weierstrass au XIX¢ siecle que le concept de dérivation est proposé tel que
nous le connaissons de nos jours.
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11.1 Dérivée de la composée de deux fonctions

11.1.1 Le cas général

Proposition 11.1 — Dérivée d’une fonction composée

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I et g une fonction dérivable sur
un intervalle J telles que :

Veel, u(z)el,
alors

o La fonction g o u définie sur [ est dérivable sur I.
e Yoz el, (gou)(z)=1(z)x (¢ ou)(z).

Démonstration

Soit a € I tel que u(a) € J.
Nous posons b = u(a) et pour tout réel y € J tel que y # b,

Ty(y) = g(y; — g(b).
Pour tout réel x # a, nous avons
(gou)(z) —(gou)(a) _ g(u(z)) —g(u(a))

Sous réserve que, pour = # a, on ait u(x) # u(a), il vient

(gou)(z) = (gou)(a) _ g(u(z)) —g

(
T —a  u(2) —u(a) T r—a
=Ty (u(z)) x u(x:z : Z(a)

Puisque u est dérivable en a, nous avons

)

De plus, la fonction u est continue en a, ce qui donne

lim u(z) = u(a).

Par conséquent, en posant y = u(x) et sachant que g est dérivable en b = u(a), par
composition et produit de limites en a, nous obtenons

lim lgou)@) = (g0u)(a) = u'(a) x lim T, (u(2)) = u/(a) x ¢ (u(z))

Tr—a T — Q T—ra

ce qui prouve que, pour tout a € I, g o u est dérivable au point a.
Nous en concluons

Veel, (gou)(zx)=1(x)x (¢ ou)(z).
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Remarque

o Pour tout réel z € I, nous obtenons

Nous en déduisons

— En termes fonctionnels : (gou) = ((¢' ou) x /).

d(gou) dgdu
de  dudx’

o Cette démonstration est un peu restrictive car elle impose que la fonction
u soit injective, ce qui signifie pour rappel que deux réels distincts ont des
images distinctes par u.

— En termes différentiels :

Il existe une autre preuve qui n’impose pas cette restriction, mais elle est plus
délicate a mettre en forme.

o Lorsque u est une fonction affine x — ax + b, nous retrouvons la dérivée de
f x> g(ax + b) qui est, dans les conditions de la proposition,

Veel, [ =ag(ax+D).

Exemple 11.1

La fonction f : z e définie sur R est la composée de © — —x? qui est
dérivable sur R avec exp qui est aussi dérivable sur R.

La condition : Vz € R, u(x) € R, est immédiatement vérifiée.

Par composition, la fonction f est dérivable sur R et nous avons

2

VreR, f'(zr)=—2zexp/(—a?) = —2we ™.

Exemple 11.2

La fonction f : x —— +/sinz définie sur [0,7] est la composée de z +—— sinx
dérivable sur ]0,7[ avec x — /z qui est dérivable sur |0, + oof.

La condition : Vx €]0,7[, sinz €]0, 4+ o[, est satisfaite.

Par composition, la fonction f est dérivable sur |0,7[ et nous avons

1
Vz €)0n], f'(z)=sin"z x - T

24/sinx N 2v/sinx

Exemple 11.3

Ici, nous employons une rédaction plus concise qui est utilisée en pratique.
1
La fonction g : & — z3e> est dérivable sur |0, 4+ oo[ par composition et produit.
Pour tout réel x > 0, nous obtenons
1

J(z) = 3227 +2° (—2) e = zes(3x — 1).
T
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11.1.2 Une généralisation de la dérivée de u”

Proposition 11.2

Soient v une fonction dérivable sur un intervalle I et f la fonction z — (u(x))p .

e Sipe N* alors f est dérivable sur I, et
Veel, f(z)=pud(x) (u(x))pil.
e Sip € Z* et pour tout x € I, u(x) # 0, alors f est dérivable sur I, et

Veel, f(z)=pi(x) (u(az))p_l.

1
e Sip= 5 et pour tout = € I, u(x) > 0, alors f : x — (/u(z) est dérivable

sur I, et
u'(x)

- 2/ u(z)

1
e Sip=—,avecn > 2 et pour tout z € I, u(x) > 0, alors f: x —— {/u(x) est
n
dérivable sur I, et

Veel, f(z)= ;u'(a:) (u(m))%_l

Veel, f'(z)= 7iu’(gz:) (u(x))%_l —

() {/u(x)

Démonstration

Nous étudions les quatre cas proposeés.
« peN™
Dans ce premier cas, f est la composée de la fonction puissance g : x — P
qui est dérivable sur R avec la fonction u, dérivable sur I.
La condition : Vz € I, u(x) € R, est satisfaite.

Nous en concluons que f = gowu est dérivable sur I et, pour tout x € I, nous

obtenons )
f'(@) = ' (2)g' (u(@)) = pu'(z) (u(z))"".

e pEZ* et pour tout x € I, u(z) # 0.
Nous posons n = —p € N*. Pour tout réel x € I, il vient

En appliquant le 1°F cas, la fonction v :  —— (u(:c))n est dérivable et ne
s’annule pas sur I.

Il en résulte que f est dérivable sur I par inverse.
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Pour tout réel x € I, nous obtenons

1
*p=3 et pour tout z € I, u(z) > 0.
La fonction f : x — y/u(x) est la composée de g : © — /x dérivable sur
10, + oo[ avec la fonction u dérivable sur I.
La condition : Va € I, u(x) €]0, + oo, est satisfaite.

Par conséquent, par composition (proposition 11.1), la fonction f = g o u est
dérivable sur I et, pour tout x € I, nous obtenons

u'(x) 1

= W) = §u/(x)<u(x))%

-1

f'(x) = u'(z)(g" o u)()

1
e p=—,avec n > 2 et pour tout x € I, u(x) > 0.
n

Lors de l'exercice 12 du TD10, nous avons montré que la fonction g : x — /x
est dérivable sur |0, 4+ oo et, pour tout réel > 0, nous avons

1 %G

n nx

La fonction f : 2 — g ou(z) est la composée de g : x — Yz dérivable sur
10, + oo| avec la fonction u dérivable sur I.

La condition : Va € I, u(x) €]0, + oo est satisfaite.

Par conséquent, par composition, la fonction f = gowu, est dérivable sur I et,
pour tout x € I, nous obtenons :

f(z) = ' (2)(¢g' ou)(zx) = u'(z) Y/u(z) W_
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Remarque

Nous avons généralisé la formule de dérivation
(uP) = pu'uP™?
avec p € N* aux exposants entiers relatifs et aux exposants rationnels du type

p=—, avecn = 2.
n

On démontre que cette formule de dérivation reste vraie lorsque I'exposant est un
rationnel non nul, puis un réel non nul. Ce point sera abordé dans le chapitre 12.

Exemple 11.4

La fonction f : z — (2® — 1), définie sur R, est dérivable sur R par composition.
Pour tout réel x, nous obtenons

f'(x) = 152*(2® — D%

Exemple 11.5

La fonction f : x — est dérivable pour les réels z tels que 22 — 1 # 0,

1
(@2 = 1y
c’est-a-dire, par abus de langage, sur

D; =R\ {-1,1}.

Pour tout réel x € Dy, nous avons f(z) = (% —1)7.
Nous en déduisons

fl(x) = (=5) x 2z(z* — 1)
100
(22 —1)5"

Exemple 11.6
La fonction f : x —— /e® — 1 est dérivable par composition, pour les réels z tels

que e — 1 > 0, c’est-a-dire sur |0, + ool.
Pour tout réel x > 0, nous obtenons

Exemple 11.7

La fonction f : x — v/23 — 1 est dérivable par composition, pour les réels z tels
que 23 — 1 > 0, c’est-a-dire sur |1, + ool
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Pour tout réel > 1, nous avons

Nous en déduisons

11.2 Dérivée seconde — Dérivée n-ieme

Définition 11.1 — Dérivée seconde

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et f’ sa fonction dérivée.
Si f’ est elle-méme dérivable sur I, la dérivée de f', notée f” est la dérivée seconde
de la fonction f.

Remarque

o Nous connaissons la notation « différentielle » de la dérivée due a Leibniz,
c’est-a-dire, en posant y = f(x), par abus de langage nous écrivons

dy
%*f(x)-

En ce qui concerne la dérivée seconde, nous notons

d2y "
_— xT).
= )
: . . L df : .
o D’un point de vue fonctionnel, on note aussi f” = Tz Le nom d’une variable
x

étant « muet », si par exemple x est une fonction du temps t de la forme
x = ¢g(t), alors nous écrivons

dx d*z
—=4g't) et — =4"(1).
=) et o =g"(1)

o Le signe de la dérivée seconde est utile, pour déterminer, si besoin est, le sens
de variations de la dérivée f’. Ce dernier régule les tangentes a la courbe Cy
et induit la notion de convexité qui est I'objet du paragraphe suivant.
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Définition 11.2 — Dérivée n-ieme

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I et n € N.
La dérivée n-iéme, sous réserve d’existence, notée f™, est définie en posant f(© = f
et, pour tout n € N,

Notation (rappel) L’ensemble des fonctions dérivables n € N* fois sur un intervalle [
est noté D"(I).

Exemple 11.8

Pour n € N* et z € R*, nous déterminons la dérivée n-ieme de la fonction inverse

1
fror— —.
x
Nous avons, pour tout x réel non nul,
1
f(x) = 2 —a?
F(a) = (D)2~ = 2 = (1)
x) = ro = 3 r2+1
6 3!

FO(@) = (~1)(=2)(=3)r~ = = = (-1

Nous conjecturons que, pour x # 0 et n > 1,

n!

£ @) = (1)

Nous démontrons par récurrence cette conjecture.
Soit © € R*.

Initialisation

L’égalité annoncée est donc vraie au rang n = 1.
Hérédité
Nous supposons qu’a un rang n € N* fixé,

n!
1) = (1)

Montrons que :

!
f(n+1)(37) _ (_1)n+1(nxn++2)

Nous avons d’apres 'hypothese de récurrence

() = (1)l D),
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ce qui implique

= (— (= (n+ 1))z~
(- 1)"+1(n+ )l (2
(

(n—f-l)..

+1
_1>n xn+2

L’égalité proposée est donc vraie au rang n + 1.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons

n!
anrl '

Remarque

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I, par une récurrence
immeédiate, nous pouvons justifier

(f+9)™ = + g™

VreR*, VneN, fM(z)=(-1)"

et, pour tout \ réel,
()\f)(n) = Af™.

Par contre, c’est plus compliqué en ce qui concerne la dérivée n-ieme d’un produit.
Nous calculons cette dérivée n-iéme dans la proposition qui suit, par analogie avec
la formule du binéme de Newton.

Proposition 11.3 — Formule de Leibniz

Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle .
Le produit fg est n fois dérivable sur I et, pour tout entier naturel n > 1, nous

avons
n n B
m_y FUR) glnk),
k=0 k

Nous prouvons la formule de Leibniz par récurrence.

Démonstration

Initialisation
Pour n = 1, nous avons

> <11C) fPgI = (é) fOq0 + G) V9% = fg + f'g=(fq)"
k=0

ce qui justifie que 1’égalité est vraie au rang n = 1.

Hérédité
Nous supposons 1’égalité vraie a un rang entier n > 1.
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Montrons

n+1
(fg)™) =32 (n + 1) FB) glnt1=k)
k

k=0
En appliquant I’hypothése de récurrence, puis en dérivant une somme et un produit,
nous obtenons

(f9) = ((F9)™)’
(v ”) e g<n—k>),

:) ( fuc)g(n—k))’

T

(f(chrl)g(nfk) + f(k)g(nJrlfk))

I
(1=

O e
> 3

k=0

" (n " (n
_ (k+1) g (n—k) | (k) g(n—k+1)_
3 () ermaen 3 (1) 74

Dans la premiere sommation, nous posons j = k + 1. Ainsi, il vient
3 (”) D) (k) _ "f ( K ) ) gn=i+D),
im0 \F =1 \J — 1

Nous en déduisons

(fg>(n+1) _ % ( ' ﬁ 1>f (n—j+1) 4 i (n> f(k)g(n7k+1)
J k=0

J=1

n
_ pn g0 4 Z Kk 1) n (k)] F) gkt ) 4 £(0) (1),

En appliquant la formule de Pascal, nous obtenons

(fg) D = fFEDg@ 4 3 ( . >f<k>g< EH) 4 £(0) g(ntD)

k=1
n+1 n + 1 -
— Z < g( k+1)

La formule de Leibniz est héréditaire.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons

* n = n n—
Vn e N¥, (fg)( ) — Z <k>f(k)g( k)

k=0

Exemple 11.9

Nous déterminons la dérivée n-ieme de la fonction définie sur R par

x

fix— 2%
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Les fonctions u : ¢ — 22 et v : x —> e~ * sont n fois dérivables sur R.
Pour tout réel x, nous avons

— u®(z) =0, dés que k > 3,
— oW (2) = (=1)ke™*, pour tout entier naturel k.

En appliquant la formule de Leibniz, nous obtenons, pour tout réel x,

F () = (g) 2wy 4 (’;) uMy=1) | <72l) u@pm=2)

n(n2_ 1) > 2(—1)”72671

2 (=1)"e ™ +n x 2z(—1)""" +
(1P~ 2nr - )

11.3 Fonction convexe

11.3.1 Définition — Caractérisations

Nous donnons la figure suivante :

e
X J
e

FiGURE 11.1 — Exemple de fonction convexe
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Définition 11.3 — Fonction convexe / Fonction concave

Avec les notations de la FIGURE 11.1 précédente, une fonction f est convexe si et
seulement si, pour tous les points A et B distincts de Cy, la partie de cette courbe
comprise entre les points A et B est située en dessous du segment [AB] (appelé
corde).

Dans le cas contraire, la fonction est concave, ce qui est illustrée sur la FIGURE 11.2
ci-apres.

FIGURE 11.2 — Exemple de fonction concave

Exemple 11.10

Les fonctions x — 2%, x — |x|, * — €” sont convexes sur R.

La fonction o — — est convexe sur |0, + oo[ et concave sur | — 00,0[.

T
Les fonctions affines sont a la fois convexes et concaves.

Proposition 11.4 — Caractérisation de la convexité

Une fonction f définie sur un intervalle I est convexe si et seulement si, pour tous
les réels a et b appartenant a [ tels que a < b,

f(ka+ (1= Fk)b) < kf(a) + (1 —k)f(b),

avec k décrivant [0,1].
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Démonstration

Avec les notations de la FIGURE 11.1, le point P(x,yp) appartient au segment [AB]
si, et seulement si :

BP = kﬁ, avec k € [0,1].

r—0b b—a

Puisque ﬁ = et Ezl = , nous obtenons
yp — f(b) f(b) = f(a)
z—b=k(a—0) r=ka+ (1—-k)b
<~
yp — f(b) = k(f(a) — f(b)) yp = kf(a)+ (1 —k)f(b)

Par définition d’une fonction convexe, nous savons que f(z) < yp, ce qui équivaut
a
flka+ (1 —k)b) < kf(a)+ (1 —Fk)f(b), aveck € [0,1].

Remarque

o Cette inégalité est une premiere inégalité de convexité.
o En particulier, lorsque P est le milieu du segment [AB], c’est-a-dire pour

1 e "
k= 5 nous obtenons une seconde inégalité de convexité

HGLOPRUEIL]

Ainsi, pour tous les réels a et b, en utilisant par exemple la convexité de la
fonction carré ou exponentielle, nous justifions les inégalités

(a+b)* < 2(a® +b%),

et + et
v/ eatb < T

o Avec les notations de la seconde figure, la fonction f est concave si, et seule-
ment si :

flka+ (1 —Ek)b) > kf(a)+ (1 —k)f(b), aveck € [0,1].

Exemple 11.11

La convexité de la fonction valeur absolue sur R établit une preuve immédiate de
I'inégalité triangulaire.
En effet, pour tous les réels a et b,

SyEa)
2

a+b
2

ce qui implique |a + b| < |a| + |b].
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Soient deux réels a et b tels que a < b. Nous avons

Vte[0,1], ta+ (1—1t)be [a,b].

Démonstration

Pour tout réel t € [0,1], nous posons
o(t) =ta+ (1 —t)b.
Cette fonction est affine et nous avons
Vte[0,1], () =(a—0b)t+b.
Puisque a —b < 0, la fonction ¢ est décroissante. Nous en déduisons, pour ¢ € [0,1] :
¢(1) < o(t) < ¢(0), soit a < P(t) <,

ce qui justifie
Vte[0,1], ta+ (1-1t)be ab].

Proposition 11.6 — Deuxiéme caractérisation de la convexité

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, a € I et b € I deux réels tels que
a < b.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(7) f est convexe.

(i) Ve € [af], @) < f(@)+ (@ -l =D

b—a

Démonstration

. [() = (i)

Nous supposons que f est convexe.

Avec les données de la FIGURE 11.1, nous déterminons une équation de la
droite (AB) qui est non parallele a la droite des ordonnées.

Cette équation est de la forme y = W:ﬂ + p.
Puisque A € (AB), nous en déduisons
b) — f(a b) — f(a
g SO =S@ 0= 1)
b—a b—a

ce qui donne
f(b) — f(a)

(AB):y=——

(z —a) + f(a).
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Le systeme

_ f(b) — f(a)
o= b—a

z € [a,b]

(z —a) + f(a)

caractérise le segment [AB].

Par définition de la convexité de f, la partie de la courbe C; comprise entre
les points A et B est située en dessous du segment [AB], ce qui signifie

Yz € [a,b], ﬂ@gfmyux—@ﬂgiﬁw.
(ir) = (i)
Nous supposons que, pour tout réel x € [a,b],
ﬂ@<fw%ux—w“2j§W?

En appliquant le lemme précédent, en posant

r=ta+ (1—1t)b, avect € [0,1],

il vient
f@a+uf¢W)gfmy+@w+a—¢W—ayﬂ2:£&w,
ce qui donne
Flta+ (- 0b) < fla) + (1 - (b - ) LI
< fla) + (L =1)(f(b) — f(a))
<tf(a)+ (1 =10)f(b),

ce qui prouve que la fonction f est convexe.

11.3.2 Dérivée et convexité

Proposition 11.7 — Dérivée croissante

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a € I. Si la dérivée f’ est
croissante sur I alors

Vzel, f(z)=f(a)+(@—a)f(a)

Démonstration

Soit un réel a € I.



11.3. FONCTION CONVEXE 219

Pour tout réel = € I, nous posons

d(z) = f(z) = (f(a) + (z — a) f'(a)).
Cette fonction, par différence, est dérivable sur I et nous obtenons
d'(z) = f'(z) — f'(a).

Puisque f’ est croissante sur I, nous en déduisons :
— Siz € INfa,+ oo, soit x > a, alors f'(z) > f'(a) donc d'(z) > 0. Par
conséquent, la fonction 2 — d(z) est croissante sur I N [a, + ool.
— Sixz € InN]—o0al soit z < a, alors f'(x) < f'(a), donc d'(z) < 0. Par
conséquent, la fonction z — d(x) est décroissante sur I N | — 0o,al.

En résumé, nous disposons du tableau de variations suivant

xr a

d - 0 +

] \ /
0

Nous en déduisons que la fonction d admet en x = ¢ un minimum d(a) = 0, c’est-
a-dire
Veel, dz)>=0.

Nous en concluons :

Vael, f(z)2 fla)+(z—a)f(a).

Proposition 11.8 — Dérivée croissante et convexité

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle . Si la dérivée f’ est croissante sur
I, alors f est convexe.

Démonstration

Soient a,b € I tels que a < b et z €]a,b|.
D’apres le théoreme des accroissements finis (Théoreme 11.12 que nous verrons au
paragraphe 11.4.3), nous avons

Serclaal, 1O g
et .
Jeg €]x,b], M = f'(ca).

b—=x
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Comme ¢; < ¢y et f’ croissante, nous en déduisons

f'(e1) < fle2).
Par conséquent, pour tout x €|a,b] :

f@) = f(@) _ 1) = J@)

~
T —a b—x

= (b—2)(f(z) — f(a)) < (z—a)(f(b) — f(2))
= bf(z) =bf(a) —af(x) +xf(a) < 2f(b) — 2f(2) — af(b) + af()
< bf(z) —af(x) —bf(a) <zf(b) —2f(a) + bf(a) — af(b)

= (b—a)f(z) < f(b)(x—a)+ (b—1x)f(a)

— (b—a)f(z) < fb)(x—a)+ (b—a+a—=z)f(a)

= (b—a)f(z) <fO)(x—a)+ (b—a)f(a) + (a — ) f(a)

< (b—a)f(z) < (f(b) — f(a))(z —a) + (b — a) f(a)

f(b) = f(a)

= @) < fla) + - )t

Cette inégalité est encore vraie quand x = a ou x = b, elle est donc valable sur
[a,b], et ce, quels que soient les réels a,b € I tels que a < b. Nous retrouvons ainsi
la deuxiéme caractérisation de la convexité, ce qui justifie que f est convexe.
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Remarque

e On peut démontrer que la réciproque de cette proposition est vraie (et c’est
bien plus simple).

o Si f est dérivable et f’ décroissante sur I, alors f est concave.

e Si f est dérivable en a € I, alors une équation de la tangente 7, a la courbe
représentative Cy au point A(a, f (a)) est

To:y = fla)(x—a)+ f(a).

Par suite, si f est convexe, alors la proposition 11.7 de ce paragraphe prouve
que, quel que soit a € I, Cy est au-dessus de 7,.

@.,444

Exemple 11.12

La fonction carré, dérivable sur R, est convexe. Quels que soient les réels z et a,
nous en déduisons

2% > 2ax — d°.

Exemple 11.13

Plus généralement, pour tout entier n > 2, la fonction p, : * — x™ est dérivable
sur Ry et p: 2 — na™ ! est croissante sur R.

Cette fonction puissance est donc convexe sur [0, + ool.

Pour tous les réels x et a positifs, il vient

" > a" + (v — a)na™ !,
c’est-a-dire
2" > na" tr — (n— 1)a™.
En particulier, pour a = 1 et x = 1+ ¢, avec t > 0, nous retrouvons l'inégalité de

Bernoulli
Ve=0, (148" >1+nt.

Proposition 11.9 — Action de la dérivée seconde

Soit un intervalle I et une fonction f € D*(I).
e Yxel, f'(x) 20 = f est convexe.
e Yoz el, f'(x) <0 = f est concave.
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Démonstration
Puisque, pour tout réel x € I, f”(xz) = (f')(x), nous appliquons le principe de
Lagrange vu en Premiere.

o Si f"(x) >0, alors f’ est croissante sur I, ce qui implique que f est convexe.

o Sif"(x) <0, alors f’ est décroissante sur I, ce qui implique que f est concave.

Exemple 11.14

2
" est

Nous cherchons a déterminer les intervalles sur lesquels la fonction x — e~
convexe, puis s’il existe des intervalles sur lesquels cette fonction est concave.
Cette fonction est dérivable deux fois sur R par composition puis par produit. Pour

tout réel x, nous obtenons
2

f@) = —2ze™,
() = =27 4 (=2z)(—2z)e™™
= 2¢7" (222 — 1).

Nous en déduisons

f'(2) >0 <= 22" ~12>0

] V2
< T € _OO,—7

U !?,—Foo[

et

() <0 <= 222 -1<0

e 2]

Nous en concluons que :
2 2
— La fonction f est convexe sur les intervalles ] —00, — \g_] et [\2_, + 00 [
2 2
— La fonction f est concave sur l'intervalle [—\é_,\g_] .

Graphiquement, nous avons
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Nous observons que la concavité de la courbe change aux points d’abscisses —

V2

t —.
7

11.3.3 Point d’inflexion

Définition 11.4 — Point d’inflexion

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
Si f” s’annule en a € I en changeant de signe, le point A(a,f(a)) est un point
d’inflexion.

Exemple 11.15

En reprenant I'exemple précédent, la fonction 2 —s e=** admet deux points d’in-

Vi e

flexion d’abscisses z = 5 oux = -

Exemple 11.16

Nous considérons la fonction polynéme de degré 3
P:x+— 2® 4+ pr+q,

avec p et q réels.
Nous avons, pour tout réel z, P'(z) = 32?+p et P"(x) = 6z. Il en résulte P"(z) =0
pour z = 0 en changeant de signe, donc le point A(0,q) est un point d’inflexion.
Plus précisément, nous avons

— P"(z) <0 <= =z <0, ce qui prouve que P est concave sur | — 00,0].

— P"(z) 20 < z >0, ce qui prouve que P est convexe sur [0, + ool.
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Graphiquement, nous observons que la courbe Cp « traverse » en A la tangente 7 :

Puisque P est convexe sur [0, 4+ oo[, nous en déduisons, pour tout réel z > 0 :
P(z) = P'(0)z + P(0) = pz + g,

ce qui signifie que, pour z € [0, + ool, la courbe Cp est au-dessus de la tangente 7.
Puisque P est concave sur | — 00,0, nous en déduisons, pour tout réel x < 0 :

P(z) < P'(0)x + P(0) = pr +q,

ce qui signifie que, pour x €] — 00,0], la courbe Cp est en-dessous de la tangente 7.

11.4 Rolle et accroissements finis

11.4.1 Dérivée et extremum

Nous rappelons la condition nécessaire d’existence d'un extremum local vue en Pre-
miere.

Définition 11.5 — Extremum global

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, m et M deux réels.
On dit que :

o La fonction f admet sur I le réel m pour minimum si et seulement si :
Veel, flx)y 2m et Ja€cl, f(a)=m.

o La fonction f admet sur I le réel M pour maximum si et seulement si :

Veel, flx)y <M et Jacl, fla)= M.
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Définition 11.6 — Extremum local

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I.

On dit que f(a) est un maximum local (respectivement un minimum local) de f
sur [ §'il existe un intervalle J C I ouvert centré en a € J tel que f(a) soit un
maximum (respectivement un minimum) de f sur J.

Remarque

Un extremum global est local.

Proposition 11.10 — Condition nécessaire d’existence d’extremum local

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert et a € I.
Si f admet un extremum local en a, alors f'(a) = 0.

Démonstration

Pour fixer les idées, nous supposons que f(a) est un minimum local.
Par définition, il existe ¢ > 0 et un intervalle J =]a —€,a+¢[C I centré en a tel que

Veeld f(x)=f(a).

Nous distinguons deux cas.
1°t cas : © €la,a+ €]
Dans ce cas, nous avons
f(x) = f(a)

r —a

= 0.

Puisque f est dérivable en a, par passage a la limite sur une inégalité, nous obtenons

T—a Tr—a z—at Tr—a
2° cas : x €la — €,al.
Dans ce second cas, nous avons
£ - fa@)

Tr—a

Puisque f est dérivable en a, par passage a la limite sur une inégalité, nous obtenons

@) — tim LB =S @)~ (@)

T—a Tr— a T—a~ r —a

< 0.

Nous déduisons de ces deux cas que f'(a) > 0 et f'(a) < 0, ce qui prouve que

f'(a) =0.

La preuve est analogue en supposant que f(a) est un maximum local.
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11.4.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 11.11 — Théoréme de Rolle

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b] et qui satisfait a f(a) =
f(b), alors

dc €lab], f'(c)=0.

Démonstration

Nous distinguons deux cas.

1°r cas : f est constante sur [a,b].

Dans ce cas, pour tout réel x €]a,b[, f'(z) = 0.

Par suite n'importe lequel des réels ¢ €]a,b[ convient et satisfait a f’(c¢) = 0.

2¢ cas : f est non constante sur [a,b].

Dans ce cas, il existe un réel ¢y € [a,b] tel que f(to) # f(a). Nous en déduisons que

f(to) > f(a) ou f(to) < f(a).
» Nous supposons dans un premier temps que f(ty) > f(a) et nous donnons
une figure décrivant cette situation.

En appliquant la proposition 10.16, puisque f est continue sur [a,b], f admet
un maximum, atteint sur cet intervalle fermé, ce qui signifie :

deelab], Vo € lab], f(z)<f(o).
En particulier pour x = t;, nous avons

fla) < f(to) < f(c),
ce qui implique
fla) < f(o),
ce qui prouve que ¢ # a, et comme f(a) = f(b), ¢ # b, ¢’est-a-dire ¢ €]a,b|.

En appliquant la proposition 11.10, la fonction f étant dérivable en ¢ €]a,b|
et admettant un maximum local en ¢, nous en concluons

dc €lab], f'(c)=0.
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« Nous supposons que f(ty) < f(a).
La preuve est analogue en considérant cette fois le minimum atteint par f en
c €a,bl.
La figure qui suit résume cette situation.

a to 7 b

Remarque

« Ce théoreme affirme que la courbe Cy admet au moins une tangente parallele
a la droite des abscisses.

o Il assure I'existence implicite d’au moins une solution dans l'intervalle ouvert
Ja,b[ de I’équation f'(z) = 0.

o Les conditions pour appliquer le théoreme de Rolle sont indispensables.
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11.4.3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 11.12 — Théoréme des accroissements finis

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b|, alors

e €lad], f'(c)=

Démonstration

Soit g la fonction définie sur [a,b] par

— Cette fonction est, par différence, continue sur [a,b].

— Cette fonction est, par différence, dérivable sur ]a, b et

Vz €labl, ¢'(z)=f'(z)— f(b[)):i:(a).
— De plus, nous avons

o(a) = fa) - =T o o) ya),

o) = 1)~ 0=y = ),

ce qui justifie que g(a) = g(b).

Par conséquent, les hypotheses pour appliquer le théoréme de Rolle sont vérifiées.
Nous en concluons l'existence d’un réel ¢ €]a,b[ tel que

c’est-a-dire :

Remarque

Le théoreme des accroissements finis permet de nombreuses applications en Analyse.
Dans le TD11, nous en étudierons une qui est 1'inégalité des accroissements finis.
Pour l'instant, nous démontrons le principe de Lagrange, qui est énoncé, mais la
plupart du temps admis, en classe de Premiére.
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11.4.4 Dérivée et sens de variations

Nous rappelons la proposition qui suit et qui a été justifiée en Premiere.

Proposition 11.13

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle .
e Si f est croissante sur I, alors pour tout réel x € I, f'(x) >0
e Si f est décroissante sur I, alors pour tout réel x € I, f'(z) < 0.
0

e Si f est constante sur I, alors pour tout réel x € I, f'(x) =

| '

Proposition 11.14 — Principe de Lagrange
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.
Si, pour tout réel x € I, on a

o f'(x) >0, alors f est croissante sur 1.

o f'(z) <0, alors f est décroissante sur /.

o f'(x) =0, alors f est constante sur I.

Démonstration

Soient a € I et b € I tels que a < b.

1er cas : Vo eI, f'(x) > 0.
Graphiquement, nous observons ce cas sur la figure suivante :

La fonction f étant dérivable sur I, nous en déduisons que
— [ est continue sur [a,b],
— [ est dérivable sur |a,b|.
Nous pouvons appliquer le théoreme des accroissements finis, ce qui donne

f(b) = f(a)

Jeeadl, fi(o)=20—1

En particulier pour x = ¢, nous obtenons dans ce premier cas

f(c) =20,
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ce qui implique
f(6) — f(a)
b—a
Nous en déduisons que si a < b, alors f(a) < f(b).
Nous en concluons que la fonction f est croissante sur I.

= 0.

2¢cas:Vzel, f'(x) <0.
En appliquant a nouveau le théoréme des accroissements finis, sachant qu’en parti-
culier pour x = ¢, f'(c) <0, il vient

f(b) = f(a)

<0.
b—a

Nous en déduisons que si a < b, alors f(a) = f(b).
Nous en concluons, dans ce second cas, que la fonction f est décroissante sur I.

3¢cas: Ve el, f(x)=0
De la méme fagon, sachant qu’en particulier pour = ¢, f/(¢) = 0, nous obtenons

f(b) = f(a)

=0.
b—a

Nous en déduisons que si a < b, alors f(a) = f(b), ce qui prouve que la fonction f
est constante sur I.

Corollaire 11.15 — Egalité de deux dérivées

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I.
Si, pour tout réel z € I, on a f'(x) = ¢'(z), alors il existe ¢ € I tel que

f(x) = g(z) +c.

Démonstration

Soit x € I tel que f'(z) = ¢’(x). Nous obtenons

fl(@) =g (x) =0,
soit
(f —9)'(x) =0.
Nous en déduisons qu’il existe un réel ¢ tel que, pour tout réel x € I,
(f—9)(z) =¢,
soit

f(x) = g(z) +c.
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Exemple 11.17 — Application a la physique

Un mobile est soumis a un mouvement rectiligne uniforme de vitesse v constante
égale & vy en m.s~1. Ainsi, pour tout réel ¢ > 0, nous avons

_da:

v(t) =2'(t) = i

Vg.
La loi horaire de ce mobile est donc

x(t) =wvot +¢, ceR.
En considérant la condition initiale x(0) = xy, nous obtenons ¢ = x, soit

x(t) = vot + xp.

Proposition 11.16 — Monotonie stricte

Soit, f une fonction dérivable sur un intervalle [.
On suppose que 'ensemble

N={zell|f(z)=0}

n’est pas une réunion d’intervalles non vides.

o Sipour tout x € I, f'(x) > 0, alors f est croissante strictement sur /.

 Si pour tout x € I, f'(x) <0, alors f est décroissante strictement sur I.

Démonstration

Nous raisonnons par l'absurde, en supposant que la fonction f est croissante sans
étre strictement croissante sur l'intervalle I, ce qui donne

J(z1,20) € I?, (11 < 29) A (f(xl) = f(acg)).

Soit x € [z1,x2]. Puisque f est croissante sur I, nous obtenons

f(z1) < f(z) < f(xa).

Nous en déduisons
f(z1) = f(z) = f(22),

ce qui prouve que f est une fonction constante sur I'intervalle [z1,25].
Il en résulte que
V€ lz,x0], f'(x)=0,

ce qui implique que [x1,25] C I. Or 1 < 23, donc [x;,25] est un intervalle non vide.
C’est contradictoire avec N n’étant pas une réunion d’intervalles non vides.
La preuve est analogue dans le cas ou, pour tout = € I, f'(z) < 0.
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Remarque

Lorsque N = {x € I | f'(x) = 0} n’est pas une réunion d’intervalles non vides, on
dit que les éléments de N sont des points « isolés ».

Corollaire 11.17

Soit. f une fonction dérivable sur un intervalle [.

e Sipour tout x € I, f'(x) > 0, alors f est croissante strictement sur 1.

 Sipour tout x € I, f'(x) <0, alors f est décroissante strictement sur /.

Démonstration

Nous appliquons la proposition précédente lorsque N = &.
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Les fonctions logarithmes ont été inventées au XVI® siecle par le mathématicien écossais
John Napier (1550-1615) dont le nom francisé est Néper. Son idée, issue de 'astronomie,
fut de transformer une multiplication de nombres trés grands par une addition de ces

derniers.

A la fin de sa vie, avec le mathématicien anglais Henry Briggs (1561-1631), ils éta~
blirent des tables de logarithmes qui ont eu un grand succes et furent utilisées jusqu’a
I’avéenement de I’ere informatique. De nos jours, une calculatrice scientifique restitue im-

médiatement le logarithme de n’importe quel nombre strictement positif.

Dans ce chapitre, nous étudions principalement la fonction logarithme népérien ou de

base e.
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Nous verrons que la propriété algébrique qui transforme une multiplication en une
addition nous permet de disposer d’une fonction dont le sens de variation est tres lent
comparativement a celui de la fonction exponentielle dont la croissance est tres rapide.

Nous nous intéresserons en particulier a la fonction logarithme décimal qui est cou-
ramment utilisée dans de nombreux domaines scientifiques.

Pour exemple, citons :

— En chimie pour mesurer le pH d’une solution aqueuse.
— En astronomie, pour mesurer la magnitude d’un astre.
— En acoustique pour mesurer un niveau sonore en décibels.

— En sismologie pour mesurer la magnitude d’un séisme (échelle de Richter).
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12.1 Définition — Premieéres propriétés

12.1.1 Notion de fonction réciproque

Nous rappelons une définition et une proposition de la section 3.4 sur la notion de
bijection réciproque.

Définition 12.1 — Application réciproque

Soit f une bijection d’un intervalle I de R dans f([).

Alors, pour tout y € f(I), il existe un unique élément x € I tel que y = f(x).
On définit ainsi une application f=! : f(I) — I qui est aussi bijective, et qu’on
appelle application réciproque de f.

Proposition 12.1

Soit f une bijection d’un intervalle I de R dans f([).
Nous disposons des deux assertions suivantes :

{Va:e[, (flfof)(z)=2
Vye f), (fof )=y

Nous rappelons maintenant le théoreme 10.18, dit « Théoreme de la bijection » :

Théoreme 12.2 — Théoreme de la bijection

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I quel-
conque, alors f est une bijection de I sur Uintervalle image f([), ce qui signifie

Vye f(I),zel, f(zr)=y.

12.1.2 Définition de la fonction logarithme népérien

Proposition 12.3

La fonction exp est une bijection de R sur |0, + oof.

Démonstration
La fonction exp est continue et croissante strictement sur R, ¢’est donc une bijection

de R sur l'intervalle

exp(R) = | lim e®, lim e®| =0, + ool.

T——00 r—r-+00

Par conséquent, pour tout réel y € R*, I'équation exp(z) = y admet une unique
solution z € R, ce qui permet de définir la fonction réciproque exp~ de la fonction
exponentielle par

VzeR, VyeR,, y=¢" < T =exp (y).
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Définition 12.2 — Logarithme népérien

La fonction logarithme népérien (ou logarithme de base e) est la fonction notée In

telle que

In=exp '.

12.1.3 Premiéres propriétés

Proposition 12.4

Nous disposons des propriétés suivantes :

 La fonction In est définie sur R7 .

s VzeR, VyeR;, y=e¢" < z=1In(y).
In(e) =1 et In(1) = 0.
« Vz eR:, =1

e Yz eR, In(e”) =u.

Démonstration

o Les deux premieres propriétés résultent immédiatement de la définition de la
fonction In.

« Nous avons, a nouveau par définition,
exp(l) =e <= 1=-exp '(e) = In(e),
exp(0) =1 <= 0 =-exp (1) = In(1).
e Pour tout réel x > 0, il vient
e"* = exp (In(z)) = (expoln)(z) = (expoexp ') (z) = =.
e Pour tout réel x, nous avons

1

In(e”) = In (exp(z)) = (Inoexp)(z) = (exp™' oexp)(z) = =.
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Exemple 12.1

Nous proposons, pour illustrer ces premieres propriétés de base mais néanmoins
essentielles, quelques « gammes » en considérant la fonction

frx+—In(2z —1).

o Cette fonction est définie si et seulement si 2oz — 1 > 0, soit = > ;
Nous en concluons
Dy = ] 1, + 00
2
+ Nous cherchons tout d’abord a résoudre I'équation f(z) =0 sur Dy :
flz)=0 <= In(2x—-1)=0
— 2r—-1=¢€"=1
— r =1

Puisque 1 € Dy, nous en concluons :
S ={1}.

« Nous cherchons tout d’abord a résoudre I'équation f(z) = b sur Dy, ol b est
un réel donné :

fl#)=b <= In2z—-1)=b
= 2 —-1=¢
1+eb

< = .
v 2

1+ eb 1
> —, nous en concluons

2
1+eb
Sb:{ 9 }

Nous remarquons que, pour tout b € R, I’équation f(z) = b admet une unique

Puisque

1
solution dans l'intervalle 3 + oo |. En d’autres termes, nous avons prouvé

1
algébriquement que f est une bijection de } 37 + oo[ sur R.
Nous considérons & présent les fonctions g : 2 — f(|z]) et h: 2 — In[2z —1].

1
« La fonction g est définie si, et seulement si, 2|z| — 1 > 0, soit |z| > 5 ce qui

équivaut a
1
r<-—— ou x> —.
2 2

Nous en concluons
1 1
D, =|—00, — = — )
g }OO’ 2{U}2’+OO{

1
» La fonction h est définie si, et seulement si, |2z — 1| > 0, soit x # 27 ce qui

nomfi)

donne
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12.2 Dérivée et variations de In

12.2.1 Dérivée de =z —— Inz

Proposition 12.5

La fonction In est dérivable sur R7, et on a

1
Vr>0, In'(z)=

- 5

Démonstration

Nous utilisons la formule de la dérivée de la bijection réciproque, démontrée dans
I'exercice 13 du TD 11.

Nous savons que R et R sont des intervalles ouverts non vides, que la fonction exp
est dérivable sur R et que sa dérivée ne s’annule pas sur R. Alors In = exp~! est
dérivable sur R7 et

1

exp’ ((exp~'(y))
1

exp (exp~(y))

VyeRy, In'(y) = (exp) (y) =

Nous en concluons que In est dérivable sur R* et

1
VeeRY, In'(z)= =

Remarque — Tangentes a la courbe représentative C,

e Au point d’abscisse 1, une équation de la tangente est
y=1n"(1)(x — 1) +1n(1),

c’est-a-dire y = = — 1.

o Au point d’abscisse e, une équation de la tangente est

y =1'(e)(z —€) +In(e),

> R xr—e€ . x
c’est-a-dire y = —— + 1, soit y = —.
e e

12.2.2 Variations de In

Proposition 12.6

La fonction In est croissante strictement sur R
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Démonstration
Puisque

VeeR;, In'(z)=-=>0,
T

nous en déduisons que In est croissante strictement sur R?.

Proposition 12.7 — Signe de Inx

Soit x € RY.
e Inz <0 < x€]0,1]
e lnz >0 < z€|[l,+o0[.

Démonstration

o Soit un réel x > 0 tel que Inz < 0.
La fonction exp étant croissante strictement sur R, nous obtenons

elnge < 60,

c’est-a-dire 0 < = < 1.
Réciproquement, soit un réel x €]0,1].
Puisque 0 < z < 1, la fonction In étant croissante strictement sur R? , il vient

Inx <Inl,

soit Inx < 0.

e Soit un réel z > 0 tel que Inz > 0.

La fonction exp étant croissante strictement sur R, nous obtenons
elnar 2 60

9

c’est-a~dire x > 1.
Réciproquement, soit un réel = € [1, + ool.
Puisque x > 1, la fonction In étant croissante strictement sur R, il vient

Inz >1Inl,

soit Inx > 0.

Exemple 12.2

Nous résolvons 'inéquation In(z? — 1) < 0.
Tout d’abord, I’ensemble de définition de cette inéquation est I’ensemble D des réels
tels que 22 — 1 > 0, ce qui donne

D=]—o00,—1[U]L, + o0
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Pour tout réel x € D, nous obtenons

In(z*>—1)<0 < 0<2’-1<1
— l<a?<?2
— —V2<z<-1 ou l<z<+V?2

Nous en concluons, en désignant par S ’ensemble des solutions :

S=pn(]-v2,-1[u]1v2]) =]-v2,—1[u]1v2[.

Proposition 12.8 — Comparaison de deux logarithmes

Soient deux réels a et b strictement positifs.
e a=0b <= Ina=Inb.
e a<b <= Ina<Inb.

Démonstration

Soient deux réels ¢ > 0 et b > 0.
e Sia=0b,alors Ina =1Inb.

Réciproquement, si Ina = In b, alors

elna — elnb’

soit a = b.
 La fonction In étant croissante strictement sur R, si a < b, alors Ina < Inb.

Réciproquement, la fonction exp étant croissante strictement sur R, si lna <
In b, alors

elna < elnb’

soit a < b.

Exemple 12.3

Nous proposons de résoudre :
o I’équation In(z? — 1) =1In2,
o linéquation In(x? — 1) > In 2.

Dans les deux cas ’ensemble de définition est, comme nous I'avons déterminé dans
I’exemple précédent :
D=]—00,—1[U]|L, + 0.

Pour x € D, nous avons d'une part
In(z?—1) =2 <= 2> —1=2
— 2*=3

<— . =—vV3 ou x:\/g.
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Nous en concluons que I'ensemble D des solutions de cette équation est
§={ V33 nD={-V3V3).
D’autre part, il vient

In(z? —1) >In2 <= 2> —1>2
— 2 >3

<— r < —VvV3 ou x>\/§.

Nous en concluons que I'ensemble S’ des solutions de cette inéquation est

§'=Dn(]-00,— V3[U|V3, +00[) = |00, = VB[ U] V3, + 0]

12.2.3 Dérivée de 2 — In (u(x))

Proposition 12.9

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I tel que
Veel, u(z)>D0.

La fonction g :  — In (u(x)) est dérivable sur I et,

Veel, ¢(z)=

Démonstration

Puisque
— In est dérivable sur ]0, + oo
— wu est dérivable sur
— VYzel, u(x)>0

Nous appliquons le théoreme de dérivation de la composée de deux fonctions a
g=1Inou.
Il en résulte que g est dérivable sur I et quel que soit x € I, nous avons

g'(z) = v(z) x (In"ou)(z) =

Exemple 12.4

La fonction f : z — In(x? + 1) est dérivable sur R puisque

VeeR, z24+1>0.
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Pour tout réel x, par composition, il vient :

Exemple 12.5

La fonction f : z — In(e* — 2) est dérivable pour les réels x tels que e* — 2 > 0,
c’est-a-dire e > 2, soit x > In 2.
Par suite, pour = €]1n2, + oo[, nous obtenons

xT

f'(x) =

er — 2

12.3 Propriétés algébriques de la fonction In

12.3.1 Action de In sur la multiplication

Proposition 12.10

Quels que soient les réels a et b strictement positifs, nous avons

In(ab) = Ina + Inb.

Démonstration
Soient deux réels a > 0 et b > 0. En utilisant la fonction exp, il vient

6lna-i—lnb _ 6lnaelnb —ab= eln(ab),
ce qui implique la conclusion attendue

VaeR:,VbeR:, In(ab)=Ina+Inbd.

Remarque

Sia<0etb<0,alors ab> 0.
Par conséquent In(ab) est défini mais nous ne pouvons pas appliquer ’égalité fonc-
tionnelle ci-dessus.

Proposition 12.11 — action sur ’inverse, sur le quotient

Quels que soient les réels a et b strictement positifs, nous avons

1
e In (b) =—1Inbd

e In (%) =lIna—Inb.
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Démonstration

e Soit un réel b > 0, nous avons :

lnb+ln<2> :1n<b><2> =Inl=0,

In <2) = —Inb.

o Soient deux réels a > 0 et b > 0, il vient

a 1 1
T (5) — <a X b) — @ -t T <b> — g — lad

ce qui justifie

Exemple 12.6

2z
e
Soit la fonction définie sur R par f : x — In < n 1).
efE
Nous proposons de justifier, pour tout réel x, I’égalité

flz) =2z —In(1+e").
Pour tout réel x, nous avons
f(z) =Ine* —In(e” + 1)
=2z —In(e"(1+¢7))
=2z — (Ine” +In(1+e™))

=2r—x+In(l4+e7")
=z—In(14+e7).

12.3.2 Action de In sur une puissance

Proposition 12.12

Pour tout réel a strictement positif et pour tout entier relatif n, nous avons

In(a") = nlna.

Démonstration

Soient a € R% et n € Z. Par disjonction, nous distinguons deux cas selon que n > 0
oun < 0.

1¢* cas : n > 0, c’est-a~-dire n € N.
Nous prouvons l'égalité attendue par récurrence.

Initialisation
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Nous avons
In(a’) =In1=0=0xIna,

ce qui justifie la propriété au rang n = 0.
Hérédité
Nous supposons qu’a un rang n entier naturel fixé, In(a") = nlna.

Montrons que : In (a"™) = (n + 1) Ina.
En utilisant ’hypothese de récurrence, il vient

In(a™*!) =In(a" x a) =In(a") +Ina=nlna+Ina= (n+1)Ina.

L’égalité attendue est donc héréditaire.
En appliquant le principe de récurrence, nous en concluons

VneN, In(a")=nlna.

2¢ cas : n < 0, c’est-a-dire n € Z* .

Nous posons p = —n, ainsi p € N*. 1l vient
_ 1
In(a") =In(a™?) =In <p) = —In(a?) = —plna =nlna.
a

Alinsi, pour tout n € Z, nous avons

In(a") = nlna.

Proposition 12.13 — Action de In sur la racine n-ieme

Pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n > 2, nous avons

1
In ¥a = —1Ina.
n

Démonstration

Soient a € R et n > 2.
Nous avons

Ina =1In ((/a)") = nln({/a),

ce qui permet de conclure par

In({/a) = 1 Ina.

n

Exemple 12.7

Nous souhaitons savoir si les fonctions f : z — 2Inx et g : * — In(2?) sont
égales.

La fonction f est définie sur RY et la fonction g sur R*. Par conséquent, ces deux
fonctions ne sont pas égales.
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L’égalité a lieu en restreignant g a R% car dans ce cas, nous avons

VeeR,, In (xQ) =2Ilnx.

Exemple 12.8

Nous souhaitons maintenant savoir si les fonctions f : x — 2In|z|et g : 2 — In 22
sont égales.

Cette fois, nous avons f = g car ces deux fonctions sont définies sur R* et, pour
tout réel z # 0, nous avons

f(@) = (]z|*) = In (2°) = g(=).

12.4 Représentation graphique de la fonction In

12.4.1 Limites en +o0o, en (

Proposition 12.14

Nous disposons des deux résultats suivants :

e lim Inz = +o0.
T—+00

e lim Inzx = —c0.
z—0t

Démonstration

o Pour déterminer la limite de la fonction In en +o00, nous utilisons la définition
théorique d'une limite égale a +00 en +oc.

Soit un réel A > 0.

La fonction exp étant croissante strictement sur R, pour que Inx > A, il suffit
que

6lnz > €A,

c’est-a-dire
x> el

Par conséquent, en posant B = e?, nous obtenons
VA>0,dB>0,Vo > B, Inxz > A.
ce qui établit le résultat annoncé :

lim Inxz = +o0.
T—+00

o Pour déterminer la limite de la fonction In en 0%, nous posons :

1
X=-,
I
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ce qui donne
1
Inz =1In (X) =—InX.

Par composition, nous en concluons :

lim Inz = lim (—InX)=—o0.
z—07F X—+o0

Remarque

Puisque lim+ Inx = —oo, nous en déduisons que la courbe Cp, admet la droite des
z—0

abscisses pour asymptote verticale.

Exemple 12.9

Inz+1
Nous considérons la fonction f : x — T + T définie sur
nr —

D¢ =10.e[U]e, + oo.

Nous déterminons ses limites aux bornes de Dy.
— Limite de f en 0T,
. /7 . V4 _w
Nous observons une forme indéterminée du type « —— ». Pour lever cette
—00

indétermination, nous posons X = Inx, avec par exemple 0 < x < 1.
Ainsi X # 0 et nous obtenons

X+l 14+
CX-1 1-4

()

Par composition, nous en déduisons

— Limite de f en e™.
Nous avons
lim lnz+1=2 e limhex—1=0",

T—e Tr—e
ce qui donne par quotient
lim f(x) = —oc.
Tr—e
— Limite de f en e™.

Nous avons

lim Inz+1=2 et limlnz—1=0",
z—e™t z—e™t

ce qui donne par quotient

lim f(x) = +oo.

rz—et



12.4. REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION In 247

— Limite de f en 400
.4 .y +00 . 12
Nous observons une forme indéterminée du type T Pour lever cette indé-
00

termination, de la méme fagon que pour la limite en 07, nous posons X = In z,
avec par exemple z > 1.

Ainsi X # 0 et nous obtenons

CX+1 1+
X —-1 1-

()

=l =

Par composition, nous en déduisons

1+«
lim f(z) = lim X =1.
T—+00 X—+400 1 — X

Nous controlons graphiquement en observant que la droite d’équation z = e et la
droite d’équation y = 1 sont respectivement une asymptote verticale et horizontale
pour la courbe Cy.

4,,

12.4.2 Représentation graphique

Nous connaissons les tangentes a Cp,, aux points A(1,0) et B(e,1). Nous savons que
xr — Inz est strictement croissante sur ]0, + oo[. Nous savons également que la courbe
Ci, admet la droite des abscisses pour asymptote verticale.

Toutes ces informations nous restituent ’allure de la courbe représentative de In.
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Proposition 12.15

Dans un repere orthonormal du plan, les courbes Cp, et Ceyp sont symétriques par
rapport a la droite A d’équation y = x.

Démonstration

Nous donnons d’abord la figure suivante.

Avec les notations de la figure, puisque les points M (z,y) et M’ (z',y’) sont symé-
triques relativement a la droite A d’équation y = x, nous avons :

=y
y =z
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Ainsi, nous disposons des équivalences

MeC, < y=Inzx
<— x=¢Y
— y =¢"
<= M' € Ceyp

ce qui justifie que les courbes Cj,, et Cexp, sont symétriques par rapport a la droite A
d’équation y = x.

Remarque

On peut démontrer facilement que cette propriété est générale.
Les représentations graphiques d’une bijection et de sa fonction réciproque sont
symétriques relativement a la premiere bissectrice du repere orthonormal considéré.

12.5 Formes indéterminées logarithmiques

1
12.5.1 Limite de 2 — — en 400
X

Proposition 12.16

Nous disposons de la limite suivante

Inx
lim — =0
r—+o00

Démonstration

. _p +00
Nous observons une forme indéterminée du type « o ».
00

Pour lever cette indétermination, nous posons X = Inz. Ainsi, X tend vers +oo
lorsque = tend vers +oo.
Il vient

Inz X

5 eX
Par composition, nous en concluons
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Remarque

> Graphiquement, cette limite signifie que, x étant un réel suffisamment grand,
les points d’abscisses  sur la courbe Cy, se rapprochent d’une droite parallele
a la droite des abscisses.

On dit dans ce cas que la courbe (), admet en 400, une branche parabolique
de direction la droite des abscisses.

> Nous interprétons aussi cette limite par croissance comparée, ce qui signifie
que la fonction x — In x a une croissance plus lente que la fonction x — x

et par conséquent est « dominée » par —, en +00.
x

> Nous retiendrons que par inverse, nous disposons également de la limite sui-

vante
T

lim — = +o0.
z—+oo In

> Sans indétermination, nous avons par quotient,

o Inz
lim — = —o0.
z—0t X

Proposition 12.17 — Croissance comparée de la fonction x —— Inz avec

Pour tout n € N*, nous avons

z—+o0 " rz—+oco In

Démonstration

1 . +00
Nous observons une forme indéterminée du type « - ».
00

Pour lever cette indétermination, nous posons X = z", avec x > 0 et n € N*. Nous

en déduisons
InX =In(2") =nlnz,

ce qui donne
Inz 1 InX

x" n X -
Par composition, puisque X tend vers +oo quand z tend vers +oo, nous en

concluons
. Inx 1 In X
lim — =— lim — =0.
x—+o0 n X—+oco X
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Remarque

> De la méme fagon, en posant X = /x = :cn avec n > 2 entier, nous justifions

Inx
lim =0
rz—+400 Y
En particulier pour n = 2, nous obtenons
Inx
lim — =0

> En termes de croissance comparée, la fonction In a une crmssance plus lente
sur |0, + oo[ que les fonctions puissances = — z™ et  — T

Exemple 12.10

Nous considérons la fonction f : x — /z — In(2x).

e En 400, nous observons une forme indéterminée du type « +00 — oo ». Pour
tout réel x > 0, nous avons

1 In2
f(x)zﬁ—lnx—anzﬁ(l—j%—%)
Puisque
1 1
lim ﬂ—O et  lim 2 _ =0,

T—4-00 \/_ T—~400 \/_

par produit, nous en concluons

lim f(z) =4

T—>+00
o En O0'*la limite n’est pas indéterminée car

lim /z=0 et lim In(2z) = lim In X = —o0,

z—0t z—0t X—0t

et par différence, nous en concluons

lim f(z) =400

z—0t

12.5.2 Limite de x — zlnx en 0 a droite

Proposition 12.18

Nous disposons de la limite suivante

lim xlnxz = 0.
z—01
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Démonstration

Nous observons une forme indéterminée du type « 0 X —oo ».
Pour lever cette indétermination, pour x > 0, nous posons X = % Ainsi X tend
vers +oo lorsque z tend vers 0%.

11 vient
| _1l (1)_ In X
J,‘nx—Xn x)= ~

Par composition, nous en concluons

lim zlnz = - lim — =0.
z—0t X—400 X

Remarque

> Sans indétermination, par produit, nous avons lirJlrn rlnx = +o0.
T—r+00

> Nous retenons ce résultat en exprimant que par croissance comparée, r ——
Inz est « dominée » par x — x en 0.

Proposition 12.19 — Limite de 2 —— 2" Inx en 0

Soit n € N*.
Nous disposons de la limite suivante

lim 2" lnz = 0.
z—0+

Démonstration

Nous observons a nouveau une forme indéterminée du type « 0 x —oo ».
Pour z > 0, nous posons X = .

Nous obtenons
. L ( 1 ) In X
nr=—mh|(=)=- .
S R X

Par composition, nous en concluons

In X
iy

lim z"lnz = — lim
z—0t X400 X7
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Remarque

> De la méme fagon, en posant X = /x = xw, avec n > 2 entier, nous justifions
dans le premier exemple qui suit.

lim {/rlnz =0

z—07t

En particulier pour n = 2, nous obtenons

lim v/zlnz = 0.

z—0t

> En termes de croissance comparée, la fonction x — In x est « dominée » par
. . 1
les fonctions puissances z — 2" et £ — x» en 0T,

Exemple 12.11

Nous justifions que lim Yrlnx = 0.
x—0
En posant X = /z, avec x > 0 et n > 2 entier, puisque z = X" il vient

Yrlnz = XIn(X") =nXInX.

Par composition, il en résulte

lim /zlnz =n hm XInX =0.

z—0t

Exemple 12.12

Nous étudions la limite en 0 de la fonction définie sur R* par

1
f::l:»—)a;ln(l—i—xQ).

Nous observons une forme indéterminée du type « 0 X 400 ».
=x (ln (:U +1 ( ))

Pour tout réel x # 0, nous avons
) -
=z (In (2> +1) — In (|z*))

=z (In (z* + 1) — 2In(|z|)) .

f(z) :xln(

Par disjonction, deux cas s’imposent selon que x > 0 ou x < 0.

— 1®* cas : z > 0.
Il vient, pour z voisin de 0%, par exemple pour x €]0,1],

In (2% + 1) _2)‘

Inz

f@)==z(In(z* +1) — 2Inz) :xlnx(

Puisque
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1
lim In (z*+1)=In1=0, lim — =0 et lim zlnz =0,

z—0+ z—0+t Inx z—0+

nous en déduisons, par produit :
1. h— 0-
Jlim f(x)

— 2¢cas :zx <0.

Dans ce cas, nous exploitons le fait que la fonction f est impaire.
Pour z voisin de 07, nous posons X = —x, ainsi X est voisin de 0%.
Nous obtenons

ce qui donne par composition

lim f(z)=— lim f(X)=0.

z—0~ X—0t

Pour terminer, nous controlons graphiquement.

Nous remarquons :
— qu'il est possible de prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
— que la limite de f en +00 ou en —oo est égale a 0.

Par contre, la forme est indéterminée du type « +00 x 0 ».
Nous léverons cette indétermination dans la paragraphe qui suit.

In(1+ x)
T

12.5.3 Limite de z ¢

~

en (

Proposition 12.20

Nous disposons de la limite suivante

lim In(1+ z)
x—0 x

=1

Démonstration

0
Il s’agit ici d’une forme indéterminée du type « — ».

Pour lever cette indétermination, nous observons que la fonction In est dérivable en
1, ce qui donne
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In(1+h)—Inl
h—0 h h—0 h -

In'(1) = 1.

Les variables h et x étant muettes, le résultat attendu est établi.

Remarque

En posant, pour tout réel x # 0,

nous en déduisons

In(1l+ z) = x + xe(x), avec liir(l) e(x) =0

ce qui restitue la fonction x — = qui est 'approximation affine tangente en 0 de
la fonction x — In(1 + x).

On dit aussi que z — z est le développement limité d’ordre 1 en 0 de la fonction
r+— In(1 + z).

Exemple 12.13

Inz
x—1

Nous déterminons la limite quand = tend vers 1 de la fonction f : x —

o 0
Nous observons une forme indéterminée du type « 0 ».

Pour tout réel x # 1, nous posons X = x — 1, ce qui donne
Inz  In(X+1)
x—1 X

Par composition, nous obtenons

In(X +1)

lim f(z) = lim =1

rz—1 X—0

Exemple 12.14

Nous considérons la suite (u,,) définie sur N* par

1
un:nln(1+).
n

Quand n tend vers +o00, la forme est indéterminée du type « +00 x 0 ».
Pour tout entier n > 1, nous obtenons

1
un:ln(1+n)

3=

1
En posant X = —, par composition, il vient
n

In(1+ X
lim un:hmM

=1.
n—-+00 X—0 X
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Exemple 12.15

Nous revenons a 'exemple 12.12.
Nous étudions la limite en 400 de la fonction

1
f:x»—)a:ln(l%—ﬁ).

Quand x tend vers +oo, la forme est a nouveau indéterminée du type « 400 x 0 ».
1 . . 1

Pour z > 0, nous posons h = — > 0, ce qui implique = = T

Par suite, nous obtenons

1 In(1+h
Par composition et produit, nous en concluons
lim f(:c):lim\/ﬁxM:Oxlzo.
z—+o0 h—0 h

12.6 Fonction logarithme décimal

Définition 12.3 — Logarithme décimal

La fonction logarithme décimal, notée log ou log,,, est définie sur ]0, + oo[ par

B Inz
 Inl10°

Proposition 12.21

La fonction log satisfait aux égalités suivantes :
e logl0=1etlogl=0.
e VneZ,logll” =n.
e Ya>0,Vb>0, log(ab) =loga + logb.

V> 0,log(z)

 La fonction log est strictement croissante sur |0, + ool.

Démonstration

N 1
A la constante multiplicative 10 > 0 pres, les propriétés de log sont celles de la
n

fonction In.
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Remarque

> Toutes les propriétés algébriques de In restent a disposition pour la fonction
log.

> La fonction log est dérivable sur |0, 4+ oof et

1
Vz >0, log'(z) = T
z1n

> La fonction log est utilisée dans de nombreux domaines scientifiques . Par
exemple, citons

— L’échelle de Richter * qui mesure la magnitude R d'un séisme d’intensité
I par la formule

I
R = logl—,
0

ou Iy est une intensité minimale de référence.

— Le niveau sonore d’un son de pression acoustique P est donné, en décibels
(dB), par la relation

P
L =20log —
OgP07

ou Py = 20 pPa est la pression minimale en Micropascals, perceptible
par l'oreille humaine.
— Le pH d’une solution aqueuse est donné par la formule :

pH = —log |:H30+i| ,

o [H;07] désigne la concentration d’ions H;O" (en mol.L™!).

> Plus généralement, une fonction logarithme de base a, avec a > 0 et a # 1,
notée log, est définie sur |0, + oo[ par

Inx
Vo >0,1log,(r)=—.
8a(?) = 1 —
Dans le cas particulier a = 2, la fonction log, est employée pour définir ’en-
tropie de Shannon ® qui est une fonction mathématique qui mesure la quantité
d’informations contenues ou délivrées par une source d’information.

a. Sismologue américain : 1900-1985
b. Mathématicien américain : 1916-2001.
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12.7 Fonctions exponentielles de bases a

Définition 12.4

Soit un réel a > 0 tel que a # 1. La fonction exponentielle de base a, notée exp,,
est définie sur R par

VreR, exp,(r)=e""

Remarque

> exp, = exp : T — e”.

> Sia =1, alors exp; : x — 1.
Ainsi exp, n’est pas une bijection. C’est pour cette raison que nous supposons
a# 1.
> Nous observons les égalités suivantes
nlna __ ( lna)” . n
= (e =a

Vn€Z, exp,(n)=e

1
1

1 i
Vne N, exp, () _ ptima _ ofan) _ 1
n

Nous allons, dans la proposition qui suit, étendre ces égalités lorsque x € Q,
¢’est-a-dire si x est un nombre rationnel, puis lorsque x € R, ce qui donne

Vo €R, exp,(z)=a" ="M

Proposition 12.22

Soit un réel a > 0 tel que a # 1.
Pour tout réel x, nous disposons de 1’égalité

exp,(z) = " = a”.

Démonstration

Nous distinguons trois cas selon que z est un rationnel positif ou un rationnel
strictement négatif ou un réel.

— 1°* cas.
Nous supposons que x est un nombre rationnel r > 0.
Pour cela, nous posons r = g, avec p € N et ¢ € N*. il vient

p Llna 1n<a%) g 1\P B r
exp,(r) = exp, <q) =ed "= |e — (aq) =a1s=ada.

— 2°¢ cas.
Nous supposons que x est un nombre rationnel r» < 0.
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Nous posons " = —r > 0. Nous en déduisons
exp,(r) =exp, (—r)=——=—=a" =a

Ces deux cas permettent la conclusion

VreQ, exp,(r)=a".

— 3¢ cas.
Nous supposons que x est un réel quelconque.

Nous avions prouvé en exercice que Q est dense dans R, ce qui signifie, pour
tout nombre réel x, qu’il existe une suite de nombres rationnels (r,) définie
sur N, qui converge vers .

Des deux premiers cas, il résulte que, pour tout entier naturel n,

exp, (1) = "% = g™,

La fonction exp, est continue sur R par composition de exp avec la fonction
linéaire z — xlna.

Quand n tend vers 400, par composition de la fonction exp, avec la suite
(rn),nous en déduisons d’une part que

zlna

ngrfoo exp, (rn) = exp, (ngrfoo rn> = exp,(x) ="M

d’autre part, nous obtenons
lim exp, (r,) = lim a™ = @"™n+e™ = g%
n—-+o0o n—+00

Par unicité de la limite d'une suite, nous en concluons :

zlna

Ve eR, exp,(z)=a"=e

Proposition 12.23 — Quelques propriétés de la fonction xr — a”

Soit un réel a > 0 tel que a # 1.
Nous disposons des propriétés suivantes :

e« Yz eR, a”>0.

e Yz eR, In(e*)=zxlna.
e Yz eR, log,(a")==x

e Vx € RY, aloga(®) = g

e VzeR, VyeRY, y=a" < 2z =1log,(y).

Démonstration

Soit z un réel.
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e Du résultat précédent, il résulte que
a® = e > 0.

o Il vient
In (a”) =In (eth) =zlna.

+ Nous avons
_In(a”) zlna

log, (a*) = Ina  Ina -7

e Soit un réel x > 0. Nous obtenons

aloga(x) _ 6loga(ac)xlna _ 6ln:c — 1.

e Soient un réel z et un réel y > 0.
Siy = a”, alors log,(y) = log, (a*) = x.
Réciproquement, si « = log, (y), alors a® = a'%%®) = y.

Remarque

> Les trois dernieres propriétés ci-dessus justifient que les fonctions exp, et log,
sont réciproques 1'une de 'autre.

> Nous donnons ci-dessous les représentations graphiques de ces deux fonctions
selon que a >1oul<a<1.

FIGURE 12.1 —a > 1 FIGURE 12.2-0<a<1
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Exemple 12.16
Nous résolvons dans R 1’équation

z z \ .
n® =2", oun > 2 est un entier.

Nous avons

2= 2%Inn =n"1n2,
2*  In2

n® Inn
<2>x ~ In2
n/) lan

az:lng =1In (an)

n Inn
_ In(In2) — In(Inn)
N In2—1Inn '

n

P ril

Exemple 12.17

a®—1
Nous déterminons, par deux méthodes, la limite en 0 de la fonction f : x —— ,

x
avec a € R — {1}.

> Méthode 1.

Pour tout réel x # 0, nous avons

ea}lna_l exlna_l

= :1
f@) T nax rlna

Par suite, en posant u = z In a, nous obtenons

. et —1
i%f(x)—lnaxigr%) "

=Ina.

> Méthode 2.

La fonction exp, est dérivable sur R par composition et nous obtenons :

rzlna

exp,(z) =Ina x e*™* =1Ina x a”.

En particulier cette fonction est dérivable en 0, ce qui donne

lim f(ZL‘) — lim eXpa<x) - eXpa(O)

x—0 r—0 x

=exp,(0) =1Ina
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Proposition 12.24

Les propriétés algébriques de la fonction exp : x — e* s’étendent aux fonctions
exp, : ¢ — a”, avec a € R% — {1}, ce qui donne :

e a’ =1et a' = a, et, pour tous les réels = et y,

e a®Y =a®* x aY,

1

() aim = —
a®’

x

Ty af
e = ,
ay

A (ax)y — awxy.

Démonstration

Ces égalités sont obtenues immédiatement a partir des propriétés algébriques de la
fonction exp.
Alinsi, nous nous contentons de justifier la premiere et la derniere de ces propriétés,
les autres preuves sont laissées au soin du lecteur.

e a’=1.

En effet, nous avons

e V(z,y) €R? (a®)Y = a™"V.
Il vient

Remarque

Nous avons généralisé aux exposants réels les regles de calcul sur les puissances
d’exposants entiers que vous connaissez depuis la classe de Troisiéme.
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Nous débutons ce chapitre en donnant les principales propriétés qualitatives des fonc-
tions cosinus et sinus, c¢’est-a-dire leurs parités, leur sens de variations et leurs représen-
tations graphiques. Cela nous ameéne naturellement a une introduction a la notion de
fonctions périodiques.

Nous proposons ensuite de mettre en place les formules d’addition qui permettent de
calculer le cosinus ou le sinus de la somme ou de la différence de deux réels en fonction
des cosinus et des sinus de ces deux réels.

Nous pouvons alors aborder un des objectifs principaux de ce chapitre : la dérivation
des fonctions trigonométriques sans oublier la fonction tangente.

Dans le TD, nous donnons comme approfondissement d’autres formules de trigonomé-
trie comme les transformations de produits en sommes, de sommes en produits, ainsi que
I'obtention des expressions rationnelles de cosx et sinx.
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13.1 Propriétés qualitatives

13.1.1 Parité

Proposition 13.1

Nous disposons des propriétés suivantes :
o Les fonctions x — cos x et x — sin x sont définies sur R.
o La fonction x — cosx est paire.

e La fonction x — sin x est impaire.

Démonstration

Ces trois propriétés sont justifiées par lecture et exploitation des symétries sur le
cercle trigonométrique.

Proposition 13.2

Les fonctions & — cosx et © — sinx sont périodiques de période 27 (ou 27-
périodiques). En d’autres termes, nous avons

Ve eR, cos(z+2r)=cosz et sin(x+27)=sinzx

Démonstration

Soient x un réel et k un entier relatif.
Les réels x et x + 27 reperent le méme point sur le cercle trigonométrique.
Il en résulte que

Vo eR, cos(z+2m)=cosz et sin(zx+27)=sinz.

Proposition 13.3 — Action d’une translation sur C., et sur Cy,

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O;7,)).
Soit ¢ la translation de vecteur 27 - 7. Nous avons

o quel que soit le point M € Ceos, t(M) € Ceps-
 quel que soit le point M € Cgp, t(M) € Cyin.

Démonstration

Soient M (x,y) et M’ («',y’") deux points tels que M’ = t(M).
Nous avons

—
MM =27 -7,

ce qui donne
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T —x =27 T =x+ 27
/ @ /
y—y=0 v =y

o Si M(x,y) € Ceos, alors y = cos x.
Nous en déduisons que les coordonnées (2’,y") du point M’ satisfont a I’équa-

tion
y' = cos (' — 27) = cosa’

Nous avons prouvé que M’ = t(M) € Ces.

o Nous montrons de la méme fagon que

\V/M c Csin: t(M) S Csin

Remarque

On dit que les courbes C..s et Cg, sont globalement invariantes par la translation
t =tor.m.

13.1.2 Sens de variations

Proposition 13.4

La fonction z — cos z est décroissante sur [0,7].

Démonstration

Une lecture sur le cercle trigonométrique permet de conclure que si les réels a et b
appartiennent a l'intervalle [0,7] tels que a < b, alors cosa > cosb.

Proposition 13.5

La fonction z — sin z est

s
— croissante sur [075].

, . m
— décroissante sur 5,7r .

Démonstration

De la méme fagon que ci-dessus, une lecture sur le cercle trigonométrique permet
de conclure.

13.1.3 Représentations graphiques
Connaissant les courbes Ceos et Cgn, sur 'intervalle [0,7], nous en déduisons :

o Ceos €t Cyip sur R, par la translation de vecteur 27 - 7, puisque ces deux courbes sont
globalement invariantes par cette translation.
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o Ceos sur R par symétrie par rapport a la droite des ordonnées car cos est paire.
o Cqn sur R par symétrie par rapport a l'origine du repére car sin est impaire.

Ainsi, nous obtenons

— T Mﬂ 27 3>
2 2 2 2
/P\Cp\

-7

13.1.4 Fonctions périodiques

Définition 13.1

Soit, T" un réel strictement positif. Une fonction f définie sur R est périodique de
période T (ou T-périodique) si et seulement si

Ve eR,f(x+T) = f(x)

Remarque

| '

Si f est définie sur son ensemble de définition Dy, cette fonction est T-périodique
si et seulement si

Vz e Df,.’L'—FTEDf
Vo€ Dpf(z+T) = flz)

Proposition 13.6

| '

Si f est une fonction T-périodique, alors C est globalement invariante par la trans-
lation de vecteur 7T - 7.

Démonstration

Nous procédons comme dans 'exercice 16 en remplagant le vecteur 27 - 2’ par T - 7.

Exemples. Nous en donnons trois.
La fonction f : x — cos(2z) est m-périodique car pour tout réel x, nous avons

flz+7) =cos2(z+7) = cos(2x + 27) = cos(2x) = f(x)

> La fonction g : t — sin(27t) est 1-périodique car pour tout réel ¢, il vient

g(t+1) =sin2n(t + 1) = sin(27t + 27) = sin(27t) = g(t)
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> Un signal triangle.
Nous représentons graphiquement la fonction f définie sur R,2-périodique telle que

Vo € [-11,f(z) = |2

La fonction f, restreinte a l'intervalle [—1,1] est paire.
Pour x > 0, l'action successive de la translation de vecteur 2 - 7' restitue la partie de Cy
correspondant a x > 0.

La symétrie par rapport a la droite des ordonnées fournit la courbe C'y, pour tout réel .

13.2 Les formules d’addition — de duplication

13.2.1 Formule d’addition

Proposition 13.7 — Action de cos sur une différence

Quels que soient les réels a et b, nous disposons de 1’égalité

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

Démonstration

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O;17.7).
Nous considérons deux points A et B appartenant au cercle trigonométrique, qui
sont repérés sur ce cercle, respectivement par deux réels a et b.

Nous calculons de deux manieres le pgd)uit scalaire OA - OB.
D’une part, nous savons que 'angle (OA,O?) = (b —a)[27].
Puisque OA = OB =1 et sachant que x — cos x est paire, nous en déduisons

O—1>4~O?=OAXOBXCOS(b—CL):COS(a—b)

D’autre part, dans le repére orthonormal (O;7.7), nous avons

0—1)4(008 a,sina) et O?(cos b,sinb)

ce qui donne

OT%O@ =cosacosb+sinasinb

S
Les deux expressions du produit scalaire OA - O? , permettent, pour tous réels a et
b, d’obtenir 1’égalité attendue, c¢’est-a-dire notre premiere formule d’addition :

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
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Proposition 13.8 — Trois autres formules d’addition

Quels que soient les réels a et b, nous disposons des égalités suivantes :

— cos(a + b) = cosacosb — sin asin b,

— sin(a — b) = sinacosb — cos asin b,

— sin(a + b) = sinacosb + cosasin b.

Démonstration
Soient deux réels a et b.

— Pour développer cos(a + b), nous remplacons b par —b dans la proposition
précédente puis nous utilisons la parité des fonctions cos et sin.

Nous obtenons

cos(a + b) = cos(a — (—b))
= cos a cos(—b) + sin a sin(—b)

=cosacosb —sinasinb

— Pour développer sin(a — b), nous remarquons

sin(a — b) = cos (g - (a—b)) = cos ((g +b> —a)

Nous en déduisons

sin(a — b) = cos ((g + b) — a)
T T
= CoS (5 —l—b) cos a + sin (5 +b> sina
= —sinbcosa + cosbsina

=sinacosb — cosasinb

— Pour développer sin(a + b), nous remplagons b par —b dans le développement
ci-dessus. Il vient

sin(a + b) = sin(a — (—b))
= sin a cos(—b) — cos asin(—b)

=sinacosb -+ cosasinb

Exemples. Nous en proposons deux.
70
1°r exemple : Lignes trigonométriques de Iz

Nous avons
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T
COSEZCOS g—z>,
s ™ .M., w
:cosgcosz+s1n§smz,
1 V2 V3 V2
==X — 4+ — X —,
2 2 2 2
_V6+V2
4
De la méme facon, nous obtenons
. T . (T T
SIHE:SHl(g_Z)’
. s T T
:smgcosz—cosgsmz,
_ V3 V2 1 V2
2 2 2 27
VBV
4

2¢ exemple : Soit un réel w > 0. Nous considérons les deux fonctions définies, pour
tout réel ¢, par f : t — cos(wt) et g : t — sin(wt).

Nous superposons ces deux fonctions, ce qui consiste a en former une combinaison
linéaire, en particulier a considérer leur somme s = f + g.

Quel que soit le réel ¢, nous obtenons

s(t) = f(t) +g(t)
= cos(wt) + sin(wt)

-2 (? cos(wt) + ? sin(wt))
=2 (cos(wt) cos % + sin(wt) sin %)

=2 (t—1>
COS | w 4

Ainsi, s est une fonction trigonométrique de méme pulsation w que celle de f et g.
Nous étudierons le cas général dans I'exercice corrigé 8 de ce chapitre.

13.2.2 Formules de duplication
Proposition 13.9 — Duplication ou passage a ’angle « moitié »
Pour tout réel x, nous disposons des égalités suivantes :

- cos2r =coslx —sin?zr =2cos’xr —1=1-—2sin’x

esin2x = 2sinx cosx




270 CHAPITRE 13. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Démonstration
Soit un réel z.

— Pour obtenir la premiére formule de duplication, nous appliquons le dévelop-
pement de cos(a + b), en particulier pour a = b = z. Il vient

cos 2z = cos(z + &) = coszcosx — sinzsinz = cos’ z — sin’z

De plus, puisque cos? x + sin?z = 1, nous en déduisons
cos 2 = cos® x — (1 — coszx) =2cos’zr —1
cos 2z = (1 — sian) —sinz =1-2sin’z

— Pour obtenir la seconde formule de duplication, nous appliquons le dévelop-
pement de sin(a + b), en particulier pour a = b = z, ce qui donne

sin2z = sin(z + ) = sinzx cosz + coswsinz = 2sinx cos

Corollaire 13.10 — Linéarisation ou passage a I’angle « double »

Pour tout réel x, nous avons :

1

—cos’z = 5(1 + cos 2x)
1

- sin’z = 5(1 — cos 2x)

1
- sinxcosx = 581112:13

Démonstration
Soit un réel z.

— Des égalités cos 2o = 2 cos? 1—1 = 1—2sin? z, nous déduisons immédiatement
que

1

cos® T = 5(1 + cos 2z)
1

sin®z = 5(1 — cos 2x)

— De I'égalité sin 2x = 2sin x cos x, il résulte immédiatement que
sinx cos T = 3 sin 2x

Exemples. Nous en donnons deux.
T
1°" exemple : Lignes trigonométriques de %
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En utilisant les formules de passage a I’angle double, nous obtenons

1 m 1 1 V2) 2442
2—:7 — = — — = — _— =
oS 2<1+cos<2>< 8>> 2<1+cos ) 2<1+ 2) 1
1 1 1 2 2—+/2
SiIlQE:—(l—COS(QXZ)):f(l—cos—>—7 1_£ — \/_
8 2 8 2 2 2 4

. s ™ ™ .
Puisque 3 G} 075 [, nous avons cos 3 > 0 et sin 3 > 0.
Nous en concluons

T 24+2 ¢ s s 22
_——= — m-— = .
C088 5 et s g 5

2¢ exemple : Pour tout réel x, nous souhaitons linéariser cos 3z, c’est-adire exprimer
ce réel sous la forme d’un polynoéme de la variable cos z.

Nous avons

cos 3x = cos(2x + x),
= cos2x cosx — sin 2z sin x,
= (2cos’z — 1) cosz — 2(sinz cos z) sin z,
=2cos® s — cosz — 2coswsin’ z,
=2cos’x — cosx — 2cosx (1 — cost) ,

= 4cos®x — 3cosx.

Nous utiliserons cette égalité dans l'exercice corrigé 7 de ce chapitre.
De la méme maniere, pour tout réel x, nous obtenons

sin 3z = —4sin®z + 3sin z.

13.3 Dérivation des fonctions trigonométriques

13.3.1 Dérivées en 0 de sin et cos

Nous disposons du résultat suivant :

Démonstration
Dans l'exercice corrigé 5 du chapitre 4.8 nous avons prouvé ce résultat qui est une

forme indéterminée & mémoriser.
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Proposition 13.12

La fonction z —— sin z est dérivable en 0 et nous avons

sin’(0) =1

Démonstration

Pour tout réel x # 0, nous avons

sinx — sin0 sin x

z—0 T
ce qui implique, en utilisant le lemme ci-dessus,
sinz — sin 0 . sinzx

lim ——— = lim
x—0 z—0 z—0

=1

Nous en concluons que la fonction z — sin x est dérivable en 0 et nous obtenons

sin’(0) = 1

Proposition 13.13

La fonction x — cos z est dérivable en 0 et nous avons

cos’(0) =0

Démonstration

Pour tout réel x # 0, nous avons

cosx — cos( cosx — 1

z—0 T

0
Nous observons, quand x tend 0 , une forme indéterminée du type « 0 ».

Pour z voisin de 0 et x # 7, on a

cost —1  (cosz —1)(cosx + 1)

5 B z(cosx + 1)
~cos’r—1
~ z(cosz +1)
_ —sinz
~ a(cosx + 1)
sin x ) 1
=— X sine X ——.
x cosz + 1
Puisque
i 1 1
hm_smx =—1, limsinz =0 et lim— = -
=0 z—0 e=>0cosr+1 2

par produit, nous obtenons



13.3. DERIVATION DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES 273

. cosx —cos( . cosx—1
lm ————=lim——— =0
z—0 x—0 z—0 €T

Nous en concluons que la fonction x — cos x est dérivable en 0 et nous obtenons

cos’(0) =0

Remarque

. . cosxr—1
Nous retiendrons que IHI(I) —F—— =0.
T—r

T

13.3.2 Dérivées de sin et cos

Proposition 13.14 — Dérivée de = — sinx

La fonction x — sin x est dérivable sur R et, nous avons

Vz € R, sin'(z) = cosz

Démonstration

Soient a et h deux réels, avec h # 0. Il vient

sin(a+h) —sina  sinacosh + cosasinh —sina

h N h
. Xcosh—1+ ><sinh
=sina X —— +cosa
h h
Puisque
1 3

im P T _g er him SR g
h—0 h h—0 h

par produit et somme, nous obtenons

. sin(a+ h) —sina
lim =cosa
h—0 h

Par conséquent la fonction x — sin x est dérivable en a € R et nous avons

Va € R,sin’(a) = cosa

En remplacant a par x, nous obtenons la formule de dérivation :

V€ R, sin'(z) = cosx
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Proposition 13.15 — Dérivée de = —— cosx

La fonction x — cos x est dérivable sur R et, nous avons

Vz € R,cos'(z) = —sinz

Démonstration

Pour tout réel x, nous savons que
LT
cos T = sin 5%

. . . m
Par composition de © — sinz avec la fonction affine z — 5 % toutes deux

dérivables sur R, pour tout réel x, nous obtenons

cos'x = (—1) sin’ (g - :1:) = —cos <g —z) = —sinx

Exemples. Nous en développons deux.
1¢r exemple : des tangentes
> Tangente a Cg, en a = 7.
Une équation de cette tangente est

y = sin'(7)(z — 7) +sinm, soit y = —z + 7

* tangente du sin en pi
. T
> Tangente & Ceos €n @ = —.

Une équation de cette tangente est

y = cos’ <z> <x - z) + cosz, soit y = —x + T
2 2 2 2
2¢ exemple : quelques calculs de dérivées.
> Quelle est la dérivée sur R de f: 2z +—— xsinz?
Cette fonction est dérivable par produit sur R.
Pour tout réel x, on a

f'(x) =1xsinz 4+ xcosz =sinz + xcosx

sin x
Quelle est la dérivée sur R* de g : © —— ?

x
Cette fonction est dérivable par quotient sur R*.
Pour tout réel x # 0, nous avons

, cosr X x —sinx X1 xcosx —sinx
g'(x) = 3 = 3
x x

Quelle est la dérivée sur R de h : t — cos(mt) ?
Cette fonction est dérivable sur R par composition avec la fonction affine ¢t — .
Pour tout réel ¢, nous obtenons

h'(t) = 7 x cos'(wt) = —m sin(mt)
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13.3.3 Dérivée de la fonction tangente

Proposition 13.16

La fonction tan est dérivable sur tout intervalle I tel que
ﬂ- /7
5 + km ¢ I, avec k € Z et, pour pour réel x € I, nous avons

1
tan’(z) = —— =1+ tan’
cos? x

Démonstration

T
Pour tout réel x # 5 + km, avec k € Z, nous savons que

sin x

tanx =
CoST

Par conséquent cette fonction est dérivable par quotient sur tout intervalle I tel que
b
§+k7r§ZI, avec k € Z.

Pour tout réel x € I, nous avons

ta () sin’zcosx —sinxcos’z  cos’w + sin’x 1 | + tan?
an’(x) = = = = an” x
cos?x cos? x cos? x

T
Exemple. La fonction ¢ définie sur tout intervalle I tel que k:§ ¢ I, avec k € Z, par :

1

tanx
est dérivable, par inverse, sur cet intervalle.

c(x) =

T
Pour tout réel x # k§’ avec k € Z, nous obtenons

/() tan’ x 1+ tan®x (1+ > 1
cl\ly) = — = — = — — —
tan? z tan? z tan? z sin? x

13.3.4 Dérivée de la composée avec une fonction affine

Proposition 13.17

Soient a et b deux réels, avec a # 0.
Les fonctions f : z — sin(az + b) et g : * — cos(ax + b) sont dérivables sur R.
Pour tout réel x, nous avons

f'(z) = acos(ax + b)
¢ (z) = —asin(az + b)

Démonstration

Les fonctions f et g sont dérivables sur R par composition respectivement de sin et
cos avec la fonction affine x — ax + b.
Pour tout réel x, nous obtenons
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f'(z) = asin’(ax 4+ b) = acos(ax + b)
g (z) = acos'(ax + b) = —asin(ax + b)

Proposition 13.18

Soient a et b deux réels, avec a # 0.
s
La fonction h : x — tan(ax +b) est dérivable pour tout réel x tel que az +b # k§’

avec k € Z et nous avons

a

Pile) = cos?(ax + b)

a (1 + tan®(az + b))

Démonstration

La fonction h est, pour tout réel x tel que ax + b # kg, avec k € 7, dérivable par

composition de tan avec la fonction affine x — ax 4+ b. Nous obtenons

a

/ _ / .
h'(z) = atan'(ax 4+ b) = co(am T b)

a (1 + tan®(az + b))

11
Exemple. Nous considérons la fonction f définie sur | — 5,5[ par :

f(x) = tan(mz) — mx

—[, dérivable par composition et différence. Pour tout réel

Cette fonction est, sur | — L

11

—[, nous obtenons
2°2

T €] —
f'(z) =7 (1 + tan*(7z)) — 7 = 7 tan*(7x)
Puisque, pour tout réel x € } [, > 0, nous en déduisons que la fonction f

11
est croissante(strictement) sur } —3 2[
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Nous savons que la fonction f :  — e” est 'unique fonction définie sur R, satisfaisant

a 1’égalité fonctionnelle
f'=f, avec f(0)=1.

Cette égalité mettant en relation la fonction f et sa dérivée f’ est un premier exemple
d’équation différentielle (du premier ordre).

Un abus de langage classiquement admis dans ce domaine consiste a poser y = f, a
ne pas confondre avec y = f(z) qui est une équation de la courbe Cy représentative de f.

Cela permet de considérer que la fonction exponentielle est 'unique solution de ’équa-
tion différentielle

/

y =y, avecy(0)=1.

d
En physique, on désigne fréquemment la dérivée de f ou de y par 3/ = d—y L’équation
x
différentielle ci-dessus s’écrit dans ce cas

dy _
d:):_y

Dans ce chapitre, nous proposons de résoudre

— une équation différentielle de la forme 3’ = f(x), ou f est une fonction donnée, ce
qui conduit a la notion de fonctions primitives,

277
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— deux équations du premier ordre qui expriment 3’ linéairement ou affinement en
fonction de y.

Nous traiterons pour approfondir deux exemples classiques du second ordre.
Il s’agit des équations différentielles

1/ _

y'=—w'y et Y =uwy.

Les équations différentielles décrivent différents modeles continus d’évolution dépen-
dant du temps.
Nous citons, pour exemples

— la loi de désintégration radioactive,

— l'obtention d'un régime stationnaire dans une circuit électrique,
— la loi logistique d’évolution de Verhulst ! d’une population,

— la loi de refroidissement de Newton.

— la loi du mouvement d’un oscillateur.

— la loi de propagation d’une épidémie de Daniel Bernoulli 2.

1. Mathématicien belge : 1804—-1849
2. Mathématicien-médecin-physicien suisse : 17001782
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14.1 Fonctions primitives

14.1.1 Définition — Existence

Définition 14.1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Une fonction F' est une primitive de f sur I si et seulement si

— F est dérivable sur I,
— Vzel, F'(z)=f(z).

Exemple 14.1

3
x
Une primitive de la fonction f : x — 2 sur R est la fonction F : x — 3
3
x
Nous remarquons des a présent que G : v — 3 + 3 est aussi une primitive de f

sur R.
Exemple 14.2

La fonction  — Inx est une primitive sur |0, + oo[ de  — —.
x

Exemple 14.3

Une primitive de la fonction x —— sinz sur R est la fonction F': x —— — cosz.

Proposition 14.1 — Existence de primitives

Si f est continue sur un intervalle I, alors cette fonction admet sur I des primitives.

Démonstration

Cette propriété est admise pour l'instant. Elle sera justifiée au chapitre 15.

Remarque

— La réciproque de cette proposition est fausse.

— Dans le langage des équations différentielles, f étant une fonction donnée
continue sur un intervalle I, une de ses primitives est une solution sur I de
I’équation différentielle
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14.1.2 Propriétés

Proposition 14.2

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I. Les
deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) la fonction G est une primitive de f sur I,

(1) il existe un réel ¢ tel que, quel que soit le réel z, G(z) = F(x) + c.

Démonstration

(i) = (i)

Si G est une primitive de f sur I alors G est dérivable sur I et nous avons

Veel, G'(z)=f().

Puisque F' est aussi une primitive de f sur I, pour tout réel z, nous en déduisons
G'(z) = F'(z),
ce qui implique
G'(z) — F'(z) =0, soit (G—F)'(x)=0.
Par suite, il existe un réel ¢ tel que, quel que soit le réel z,

(G—F)(z)=¢, Ccest-a-dire G(z)— F(z)=c.

Nous en concluouns :

JdceR, Vz eR, G(z)=F(z)+ec

(i) = (i)

G est dérivable sur I comme somme de deux fonctions dérivables sur /.
Ainsi, pour tout réel x, nous obtenons

G'(x) = F'(z) = f(=),

ce qui justifie que G est une primitive de f sur I.

Remarque

Cette propriété signifie que si une fonction f admet une primitive sur un intervalle
I, alors cette fonction admet une infinité de primitives sur I qui sont égales a une
constante additive pres.

Exemple 14.4
22
Une primitive sur R de la fonction f : x — e + z est la fonction x — e* + CR

L’ensemble des primitives de f sont les fonctions F' définies sur R par
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2
F(x):exjt%—l—c, avec ¢ € R

Exemple 14.5

Pour = > 0, I’équation différentielle

1
,_
y_ﬁa

a pour ensemble de solutions, sur |0, 4+ oo, les fonctions f définies par

1
flx) =——+4r¢, avecceR.
x

Proposition 14.3 — Condition initiale

Soient f une fonction continue sur un intervalle 7, a € I et b un réel.
Il existe une unique primitive G de f sur [ satisfaisant & G(a) = b.

Démonstration

Soit F' une primitive de f sur I.
L’ensemble des primitives de f sur [ est I’ensemble des fonctions G tel que

Veel, G(x)=F(x)+c, avecceR.
La condition initiale G(a) = b implique

F(a)+c=0b, soit c=0b— F(a).

Cette valeur fixée du réel ¢ assure que la fonction G : x — F(x) + b — F(a) est
I'unique primitive de f sur I satisfaisant a la condition initiale G(a) = b.

Exemple 14.6

1
Nous explicitons la primitive F' sur |0, + oo[ de la fonction f : 2 — — 4+ 3 qui
x
satisfait a F'(1) = 2.
Les primitives de f sont définies sur |0, + oo[ par x — Inx + 3z + ¢, avec ¢ € R.
La condition initiale F'(1) = 2 induit
2=In1+3+¢, cequidonnec=—1.

Nous en concluons

Vz €]0,+ o], F(zr)=Inz+ 3z — 1.
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Exemple 14.7

Considérons un point M mobile sur une droite graduée, d’abscisse x(t), le déplace-
ment de ce point étant uniforme de vitesse constante vy, avec la condition initiale
z(0) = .
L’équation différentielle décrivant ce mouvement est

ZL’/ (t) = 1.

Nous en déduisons

z(t) = vot + ¢, avec c € R.

Puisque z(0) = x(, nous obtenons

Tog = C.

Nous en concluons, pour tout réel ¢t > 0,

x(t) = vot + .

Proposition 14.4 — Opérations sur les primitives

Soient F' et G les primitives respectives de deux fonctions f et g sur un intervalle
I et soit k£ un réel.

— F + G est une primitive de la fonction f + g sur I.

— k.F est une primitive de la fonction k. f sur [I.

Démonstration
Cette preuve est immédiate en appliquant les regles de dérivation

(F+G)=F+G=f+yg
(k.FY =k-F' =k.f.
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14.1.3 Tableau des primitives des fonctions usuelles
Dans ce tableau, nous désignons par

I un intervalle,

f une fonction continue sur I,

c une constante additive,

11
Z, {—,}.
nesU 29

Pour z € I tel que si f(x) = | alors F(x) =
I=RoulCR 0 c
I=Roul CR 1 r+c
I=RoulCR a ax + ¢
I dépend de la nature du nombre n # —1 " ;:7:11 +c
I =]0, + oo .7:_1:; Inz +c
I=Roul CR e’ e’ +c
I=RoulCR coS T sinz + ¢
I=RoulCR sin x —cosT +c¢
cosx # 0 (3051291; tanx + ¢

Remarque

o Plus généralement, dans la 5° ligne du tableau, nous pouvons remplacer 1’ex-

11 )
posant n € Z U ~33 par un exposant réel o # —1.

Ainsi, pour tout réel z € ]0, + oof, une primitive de z — 2% = 2% est la
fonction
$a+1
T — + c.
a+1

e Par somme et multiplication par un réel, une primitive sur R d’un trinéme
du second degré, x — ax? + bx + ¢, avec a # 0 est la fonction

x3 x?
m»—>a§+b§+cx+d.

o Plus généralement, une primitive sur R d’un polynéme de degré n, x
n

Z arz®, avec a, # 0, est le polynome de degré n + 1,
k=0
n xk+1
rT— > a .
kz:% "E+1




284 CHAPITRE 14. PRIMITIVES — EQUATIONS DIFFERENTIELLES

14.1.4 Primitives et composition

Proposition 14.5

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que sa dérivée u' soit continue
sur /.
Soit g une fonction continue sur un intervalle J et G une primitive de g sur cet
intervalle.
Nous supposons

Veel, u(z)el

Le réel A étant donné, la fonction f : x —— Au/(z)(g o u)(x) admet pour primitives
sur l'intervalle I, les fonctions F' définies par

F(z) = MGou)(z)+c, avecceR.

Démonstration

La fonction F est dérivable sur I par composition.
Pour tout réel x € I, nous obtenons

Remarque

Dans le cas particulier ot u(z) = ax + b, avec a réel non nul et b réel et dans les
conditions de la proposition avec A = 1, la fonction f : x — g(ax + b) admet pour

primitives sur l'intervalle I, les fonctions F' définies par F': x —— —G(ax + b).
a

Avec les données de la proposition précédente, nous obtenons

Pour z € I tel que si f(x) = alors F(x) =
, )
selon la nature du nombre o # —1 |  Au/(x)u®(x) A P +c
u(w) £0 ) ) + ¢

Je

I=RoulCR ! () et@) et 4 ¢

I=RoulCR A/ (z) cosu(z) | Asinu(x) + ¢

I=RoulCR M/ () sinu(x) | =Acosu(x) + ¢
T u'(x)

TABLE 14.1 — Tableau des primitives lorsque g est une fonction de référence.



14.1. FONCTIONS PRIMITIVES 285

Exemple 14.8

Nous déterminons les primitives F' sur R de la fonction
f:xr—)Qx(x2+1)4.

En posant u(x) = x? + 1, il vient : v/(x) = 2z, ce qui donne

f(@) =u'(z)u’(z).

En appliquant la deuxieme ligne du tableau pour o = 4 et A = 1, pour tout réel x,
nous obtenons

F(z) = () + ¢, soit F(x) = @2;—1) +c.

Exemple 14.9

Nous déterminons les primitives F' sur |1, + oo[ de la fonction

(@ -1)°

En posant u(x) = 2% — 1, il vient : v/(z) = 2, ce qui donne

fixr—

fla) = Su(a)u(a).
1
En appliquant la deuxiéme ligne du tableau pour o = —3 et A = 27 pour tout réel
x > 1, nous obtenons :
1 w3 (x)
F(r)==x
(@) =5x 437+
soit ]
F(z) =— +c
T

Exemple 14.10

™
Nous déterminons les primitives F' sur [0,5[ de la fonction

sin
fix— .
Vcos
En posant u(x) = cosz, il vient : v/(z) = —sinx, ce qui donne

1

fla) = = (z)u2(z).
En appliquant a nouveau la deuxieme ligne du tableau pour a = —3 et A = —1,

) s
pour tout réel x € [0,5 [, nous obtenons
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u i (z 2
F(z)=——F (>—|—c—— — +c
—5+1 uz(z)
c’est-a-dire
2
F(z)=— 1

Exemple 14.11
Nous déterminons les primitives F' de la fonction

1
ar+b’
avec a réel non nul et b réel tels que ax + b > 0.
En posant u(x) = ax + b, il vient : v/(z) = a, ce qui donne

fror—

f(x):lx a  1u(x)

a ar+b au(r)

1
En appliquant la troisieme ligne du tableau A = —, sachant que ax + b > 0, nous
a

obtenons

F(z) = iln(|u(m)|) +c= Cllln(ax +b) +c.

Exemple 14.12

Nous déterminons les primitives F' sur |0, 4+ oo| de la fonction

1 1
Jixr— Sexp| -
x x
r .. , .
n posant u(x) = —, il vient : u/(x) = ——, ce qui donne
E t 1 t 5 d
x x

f(x) = —u'(z) exp(u(x)).

En appliquant la quatriéme ligne du tableau avec A = —1, pour tout réel z > 0,
nous obtenons
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14.2 Equation différentielle linéaire du 1°* ordre

14.2.1 Equation y' = ay telle que y(0) = 1

Proposition 14.6

Soit a € R. La fonction f, : z — €®* est I'unique fonction dérivable sur R satisfai-
sant a

v =ay et y(0)=1
Démonstration

> Existence d’une solution.

La fonction f, est dérivable sur R par composition et, pour tout réel x, nous
avons

fi(x) = ae™ = af,(x) et f,(0)=1
ce qui justifie que la fonction f, satisfait y' = ay et y(0) = 1.

> Unicité
Soit g une fonction définie et dérivable sur R satisfaisant a ¢’ = ag et g(0) = 1.
g(z)

ax

Puisque e** > 0, nous posons h(x) =

La fonction h est dérivable sur R par quotient et, pour tout réel x, nous avons

W (z) = 9’(17)6”6;:9(73)6” _ e (9’(9;)2; ag(z))

Nous savons que pour tout réel z, ¢'(z) — ag(z) = 0.
Il en résulte que

Ve eR, K (x)=0.

Nous en déduisons que

dceR, VxeR, h(z)=c

En particulier, pour x = 0, nous obtenons

ce qui justifie

VzeR, h(x)=1,

ce qui donne :

vz eR, g(z)= fu(2).
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Nous en concluons que

Remarque

Si a =0, 'équation 3y’ = 0 et y(0) = 1 a pour unique solution x — 1.

Exemple 14.13

Nous résolvons 1’équation différentielle y' + 2y = 0, avec y(0) = 1.

Cette équation équivaut a ' = —2y et y(0) = 1.

En appliquant la proposition précédente, nous obtenons que cette équation admet
pour unique solution la fonction f définie par

Vo eR, y(x)=e 2"

14.2.2 Equation y' = ay

Proposition 14.7

Soit a un réel donné. Les deux propositions suivantes sont équivalentes.
(1) f est une fonction dérivable sur R, solution de I’équation différentielle y' = ay.

(7i) f est définie sur R par

JdceR,Vx eR, f(z)=ce™.

Démonstration

(i) = (i)

Soit. f une fonction dérivable sur R satisfaisant a

Ve eR, f'(z)=af(x).

Pour tout réel z, posons g(x) = e~ f(x).
La fonction g est dérivable sur R, par composition et produit.
Sachant que f'(z) — af(z) = 0, nous obtenons

g (z) = —ae™f(z) + e f'(z) = e* (f'(z) — af(x)) = 0.

Il en résulte que

dceR,VzeR, g(z)=e“f(z)=rc

Nous en concluons :

JdceR,Vz eR, f(z)=ce™

(i) = (4)
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Nous supposons que pour tout réel x,f(z) = ce®, avec ¢ € R. Par composition,
cette fonction est dérivable sur R. Nous avons

f(z) = cae®™ = a(ce™) = af(x)

ce qui justifie que la fonction x —— ce® est solution de I’équation différentielle
Yy = ay.

Remarque

e Sia =0, ’"équation ¥y’ = 0 a pour unique solution
r+—c¢, aveccé€ R,

o L’équation différentielle ' = ay est une équation linéaire du premier ordre.

o Résolution de 3y’ = ay par « séparation des variables ».
/

En remarquant que si y # 0, alors ’équation 3’ = ay équivaut a vy _ a,
nous proposons une autre méthode (dite par séparation des variables) pour
résoudre 1'équation vy = ay.

Pour y # 0, en explicitant une primitive de chaque membre de 1’égalité

/

Y

7:a,
Y

nous obtenons que

In|y| =ax+b, avecbeR,

ce qui donne

ar+b — b _az

[yl = e+ = ehe

Nous en déduisons que

y=—ce™ ou y=ee".

En posant ¢ = £¢, une solution non nulle de 3/ = ay est la fonction

frax—ce®™, avecc#0.

Si ¢ = 0, alors la fonction nulle est aussi solution.

Ainsi nous avons prouvé a nouveau que f : x —> ce®, avec ¢ € R, est une
solution quelconque de ¢y = ay.

La réciproque est identique a celle explicitée dans la preuve de la proposition
précédente.
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Proposition 14.8

Soient a, xg et yo trois réels.
L’équation différentielle ¥/ = ay admet une unique solution [ satisfaisant a la
condition initiale f (xg) = yo.

Démonstration
Une solution quelconque de cette équation est la fonction x — ce®® avec ¢ € R.

La condition initiale f (xg) = yo implique

ary __

ce™® =y, soit ¢ = yoe 0.

Nous en déduisons, pour tout réel z,

(z) = yoe~eret = oerte=e0),

Les réels a, xg et 3o sont donnés.
Il en résulte que la fonction f : z — yoe®®%0) est unique.

Exemple 14.14 — Elimination d’un médicament. Notion de demi-vie.

Apres avoir administré un médicament par injection intraveineuse de courte durée,
la concentration plasmatique notée ¢y de ce dernier est maximale a l'instant ¢ = 0.
Elle diminue ensuite en fonction du temps. On considere que sa vitesse d’élimi-
nation est proportionnelle a la quantité ¢(t) du médicament encore présente dans
I'organisme a l'instant ¢.

Ainsi, a chaque instant ¢, nous disposons de 1’équation différentielle

d(t) = —ke(t),

ou k > 0 est une constante d’élimination déterminée par la nature du médicament
injecté. Les solutions de cette équation sont définies sur R, par

t — Xe * avec A € R.

En tenant compte de la condition initiale, il vient

co = c(0) = A
Nous en concluons que la loi d’élimination de ce médicament est décrite par la
fonction décroissante sur [0, + oo[, définie par
c(t) = cope ™.
La demi-vie T" de ce médicament désigne le temps nécessaire pour que la concen-
tration de ce médicament dans le plasma sanguin soit diminuée de la moitié de sa
valeur initiale.
Ainsi le réel T' > 0 satisfait a ’équation

o(T) = %, soit coe FT = @,

Apres simplification par ¢y > 0, nous obtenons
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1
e = 5 = k=2
Nous en concluons que la demi-vie 7', en fonction de k£ > 0, est
In2
T=—.
k

14.3 Equation différentielle affine du 1¢* ordre

14.3.1 Résolution de ¢y = ay + b

Proposition 14.9

Soient a € R* et b € R. Les deux propositions suivantes sont équivalentes.

(7) f est une fonction dérivable sur R, solution de 1’équation différentielle

vy =ay+ 0.
(73) f est définie sur R par

b
dceR, Ve eR, f(x)=ce™ ——.

a

Démonstration

(i) = (i)

Soit f est une fonction dérivable sur R telle que, pour tout réel x,

f'(z) =af(x)+0b.

Puisque a # 0, nous en déduisons
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f@) =a(f@)+2).

b
Considérons la fonction g définie sur R par g(z) = f(x) + —. Cette fonction est
a

dérivable sur R et ¢'(x) = f'(x).
Avec ce changement de fonction, nous sommes amenés a résoudre 1’équation diffé-
rentielle

g'(x) = ag().
En appliquant la proposition 14.7, nous savons qu’il existe un réel ¢ tel que, pour

tout réel x, g(x) = ce®.
Nous en concluons que pour tout réel zx,

(i) = (i)

b
Nous supposons que, pour tout réel z, f(x) = ce® — —, avec ¢ € R. Cette fonction
a

est dérivable sur R par composition. Nous obtenons

ce qui prouve que f est une solution de I’équation différentielle v’ = ay + b.

Exemple 14.15
Nous résolvons 'équation différentielle 2y’ + y = 3. Cette équation équivaut a

’__l _|_§
y=73975

La proposition précédente permet d’affirmer que les solutions de I'équation diffé-
rentielle 2y’ + y = 3 sont les fonctions
T ceT2% 4 3, avecc € R.

Nous déterminons a présent la solution f de cette équation telle que sa courbe
représentative Cy passe par l'origine du repére choisi.
La condition initiale se traduit par f(0) = 0, c¢’est-a-dire

c+3=0, soitc=—-3.
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Nous en concluons que la solution f telle que f(0) = 0 est la fonction définie sur R
par

f:mr—>3<1—e_%“”).

Remarque

o La fonction x — —— est une solution particuliere de I’équation vy’ = ay + b.
a

« La solution générale de cette équation s’obtient en additionnant cette solution
particuliere et la solution générale de 3’ = ay.

o L’équation différentielle y' = ay+b qui équivaut a y’' —ay = b est une équation
linéaire du premier ordre avec un second membre constant.

14.3.2 Résolution de iy = ay + b avec une condition initiale

Proposition 14.10

Soient a # 0, b, xy et yo quatre réels.
L’équation différentielle ¥’ = ay + b admet une unique solution f satisfaisant a la
condition initiale

f (z0) = yo.

Démonstration
Soit f une solution satisfaisant a f (xg) = yo. D’apres la proposition précédente, il

existe une constante c telle que,

Ve eR, f(x)=ce®™ — Z.

De I'égalité f (zo) = yo, il résulte que

Yo = ce® — —,
a

ce qui donne

Ainsi nous obtenons

b

b
fiz— (yo - ) ed®=20) _
a a

Puisque a # 0, b, xy et yo sont quatre réels donnés, cette fonction f est I'unique
solution de 3’ = ay + b telle que f (zo) = yo.
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Exemple 14.16 — Loi de refroidissement de Newton

Cette loi de refroidissement (ou de réchauffement) stipule que la vitesse de refroidis-
sement de la température T'(t) (en degré Celsius) d'un objet a I'instant ¢ (en minute)
est proportionnelle a la différence entre la température de 'objet et la température
T, du milieu ambiant.

Nous supposons que I'objet possede une température initiale 7°(0) = Tj.

Cette loi de Newton, qui décrit I’évolution de la température T'(t), satisfait donc a
I’équation différentielle

T'(t)=k(T(t) —T,), avec la condition initiale T(0) = Tp.

Le coefficient de proportionnalité k& # 0 dépend essentiellement de la surface de
contact entre ’objet et son milieu.
Cette équation est affine du 1" ordre puisque

T'(t) = kKT (t) — kT,.

En appliquant la proposition 14.9, ses solutions sont définies sur R, par

t—s ceM +T,.

La condition initiale induit

To=c+T,, soitc=1Ty—-"1T,.

Nous en concluons que la loi de Newton est décrite, pour tout réel ¢ > 0, par la
fonction définie par
T(t) = (Ty — T,) e + T,,.
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La théorie contemporaine de I'intégration est difficile et féconde puisque par exemple
la théorie des probabilités en est une branche tres importante.

A notre niveau, pour un premier contact avec le concept d’intégrale, nous nous ap-
puyons sur les connaissances acquises au collége au sujet des aires d'un carré, d'un rec-
tangle, d’un triangle, d’'un trapeze. Une premiere approche du calcul plus général d’une
aire et donc d’une intégrale est I'exercice 23 du chapitre 3 qui est intitulé « quadrature
de I'hyperbole ».

Dans ce chapitre, nous proposons également différents algorithmes qui utilisent les
pré-requis du college énoncés ci-dessus. Ils permettent un calcul approché d’une intégrale
et sont d’autant plus pertinents lorsqu’il n’est pas possible d’en expliciter le calcul exact.
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15.1 Définition — Exemples

-

Nous supposons que le plan est muni d’un repere orthogonal (O; i j). L’'unité d’aire

est = [J2f| x [l]l-

15.1.1 Définition

Définition 15.1 — Intégrale d’une fonction continue, positive

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] avec a < b.
Nous supposons que
Vaelab], f(z)=0.

L’intégrale de a a b de la fonction f est 'aire, dans 'unité d’aire, de la partie D du
plan, ensemble des points M (z,y) tels que

b
Cette intégrale est notée : / f(z)dz, lire intégrale de a a b de f(z)dz.

Remarque

o La variable x est muette, ce qui signifie
b b b
/ f(a)de = / F(t)dt = / f(2)dz = ...

e Sia =0, alors / f(z)dx = 0.

e Le terme dz peut se comprendre en considérant un rectangle « élémentaire »
de dimensions f(z) et dx, avec = € [a,b].
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L’aire de ce rectangle est f(z) X dx.

Lorsque x varie « continiment » de a a b, la somme des aires de ces rectangles
b
se rapproche de I'aire sous la courbe, c’est-a-dire tend vers / f(z)dz.
a

Cette explication est heuristique, elle sera précisée plus rigoureusement dans
la suite du chapitre par la méthode des rectangles.

Exemple 15.1 — Intégrale d’une fonction positive constante

Soit un réel k£ > 0. Nous considérons la fonction x — k définie sur I'intervalle [a,b]

avec a < b.

<.

S R e )

SN
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Nous obtenons immédiatement 'aire du rectangle grisée sur la figure,
b
/ kdz = k(b — a)

b b
En particulier, nous retiendrons que lorsque k = 1, / ldx = / dr =0b—a.
a a

Exemple 15.2 — Intégrale de la fonction z ——

Soit un réel ¢ > 0. Nous considérons la fonction x — = définie sur 'intervalle [0,t].

A e

CCE?—)I

Sy

L’aire du triangle grisée sur la figure est

2

t
/ zdr = t—
0 2

t
Nous remarquons que la fonction t — / xdx est la primitive sur R™, qui s’annule
0

en 0, de la fonction = — x.

Exemple 15.3 — Quadrature d’une parabole

Nous souhaitons calculer l'aire sous la courbe représentative de la fonction
[z 2 lorsque z € [0,1].

Cet exemple est moins aisé que les précédents car nous ne disposons plus des for-
mules classiques de calculs d’aires qui ont été rappelées dans 'introduction.

Nous subdivisons I'intervalle [0,1] en n intervalles de longueur X avec n € N*.

kEk+1
Pour k € [1,n — 1], sur chaque intervalle {, + } , nous désignons par
n-n
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k
— Ry le rectangle de "hauteur" f (),
n

1
— R} le rectangle de "hauteur" f (M—)
n

0,8 |
0,6 | B
0,4 |

0,2 1 Ry,

0,2 02 04 06 08 1 1,2

Dans cette figure, nous avons représenté le cas n = 5.
Les rectangles Ry, en gris foncé sont sous la courbe Cy et les rectangles R). sont des

deux couleurs.
Nous considérons a présent la somme s,, des aires des rectangles Ry, et la somme S,

des aires des rectangles Rj..

> Préalablement, pour tout entier naturel p, nous rappelons 1’égalité

P 1)(2p + 1
12+22+...+p2:zk2:p(p+ )(p+ )
k=1

6
> Pour tout entier naturel n non nul, nous avons
1k
= ()
n = n
1 n—1 (k)Q
n—o \n
n—1
— i Z k2
n3
k=1
1 (n—=1n2n-1)
o3 6
(n—1)(2n—1)
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> De la méme fagon, il vient

nkzlf( )
:ﬁz:;ﬁ
:% X_n(n+1)6(2n+1)
_(n+1)(2n+1)
N 6n2

> Nous déterminons le sens de variation de la suite (s,,).
Pour tout entier naturel n non nul, nous avons

n2n+1) (n—-1)2n—-1) 3n*4+n-—1

" 6(n+1)2 6n2 T 6n2(n+1)?

Sn4+1 —

Puisque n > 1, nous en déduisons

3n2+n—1>0, SOit Sp41 — S, =0

ce qui prouve que la suite (s,) est croissante.

> Nous déterminons le sens de variation de la suite (S,,).
Pour tout entier naturel n non nul, il vient
(n+2)2n+3) (n+1)2n+1) 3n? +5n+1

Spi1 — Sp = - =— <0,
i 6(n + 1) 6n2 6n2(n + 1)2

I en résulte que la suite (.S,,) est décroissante.

> Pour tout entier naturel n non nul, nous avons

S DU GDER Wi
e (z(B)-50()
=L - oy =L

Nous en déduisons :
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> Ces trois derniers points prouvent que les suites (s,) et (S,) sont adjacentes.
Elles convergent donc vers un méme réel L tel que

VneN, s,<L<S,.
Puisque,
L= lim s,= lim §, =

n——+00 n—+o00 3’

1
nous en déduisons que L = 3 est l'aire sous la courbe Cy, pour 0 < o < 1.

| 1
2
do — —.

/0335'j 3

Nous illustrons ce passage a la limite en prenant par exemple n = 30.

Nous en concluons

0,8 |

0,6

04|

0,2 |

0,2 02 04 06 08 1 1,2

15.2 Primitives et intégrale

15.2.1 Dérivée de x +— /xf(t)dt

Proposition 15.1

Soient f une fonction continue, positive et monotone sur un intervalle I et un réel
acl.
La fonction F' définie sur [ par

veel, F(z)= / " rdt,

est la primitive de f sur I qui satisfait & F'(a) = 0.
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Démonstration

Pour fixer les idées, nous supposons que f est croissante sur I.
Soient un réel z € I tel que x > a et un réel h # 0 tel que x + h € I.
Justifier que F' est une primitive de f sur [ revient a prouver que

F est dérivable sur I et F' = f,

ce qui nous amene a étudier

lim F(x+h) — F(x)
h—0 h

Nous distinguons deux cas selon que A > 0 ou h < 0.
1°* cas : h > 0.

Pour chaque réel z € I tel que z > a,

— le réel F(x) = /a: f(t)dt est I'aire sous la courbe Cy, sur l'intervalle [a,x],

x+h
— le réel F(x + h) = / f(t)dt est I'aire sous la courbe Cy, sur l'intervalle

la,x + h]. ’

Ceci est illustré par la figure qui suit.

Flz+h)s

e -
=
G

Le réel F(x + h) — F(z) est égal, par soustraction, a I'aire sous la courbe Cy sur
I'intervalle, [z,x + h].

Il en résulte que F'(z+ h) — F(x) est minoré par l'aire du rectangle égale a h x f(x)
et majoré par l'aire du rectangle égale & h x f(x + h), ce qui donne I’encadrement

hf(x) < F(x+h) — F(z) < hf(z+h).

Puisque h > 0, nous en déduisons
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F(z+h)— F(x)
fl) < 2D

La fonction f est continue en x € I donc

< f(z+h).

lim f(z+h) = f(z).

h—0t
En appliquant le théoreme d’encadrement, nous en déduisons

lim Flz+h)— F(x) _ f(a).

h—0t h

2¢ cas : h < 0.

Dans ce cas, en remarquant que —h > 0, nous disposons de la figure qui suit.

S

+ - --—----------=
>

S J

Dans ce cas, l'aire sous la courbe C; sur l'intervalle [x + h,z] est égale a F(x) —
F(xz+h).

Il en résulte que le réel F(z) — F(x + h) est minoré par 'aire du rectangle égale a
(—h) x f(x 4+ h) et majoré par l'aire du rectangle égale a (—h) x f(z). Ainsi, nous
obtenons 'encadrement :

“hf(z+h) < F(z) — F(z + k) < —hf(z),

ce qui donne, sachant que —h > 0,

fla+h) < =20 < ),

c’est-a-dire
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Puisque hh%l f(z + h) = f(x), par encadrement, nous obtenons
o

F(z +h)— P(z)
)P _ fa,

lim
h—0—

L’étude de ces deux cas prouve que la fonction F' est dérivable, pour tout réel = € I,
et

Veel, F'(z)=f(z).
De plus F(a) = 0, nous avons ainsi établi que F': x — / f(t)dt est la primitive
de f sur I qui satisfait & F'(a) = 0.

Remarque

o Nous disposons, avec cette proposition, d’une nouvelle formule de dérivation
que vous pouvez retenir sous la forme

L[ swyar) = s

o Il est important de faire la distinction entre la variable x sur laquelle agit la
fonction F', et la variable ¢ dite d’intégration.

X
C’est pour cette raison que la fonction z — / f(t)dt est parfois appelée
« intégrale fonction de sa borne supérieure x ». ‘
o La preuve est analogue en supposant f décroissante sur I.

« Sans ’hypothése de monotonie, cette proposition demeure exacte.

Dans I'exemple 15.14, nous prouverons que la fonction F' est continue avec la
seule contrainte de continuité sur la fonction f.

Exemple 15.4
La fonction f:¢+— e~ est continue, positive et décroissante sur R.
Il en résulte que la fonction

F::Er—>/ et dt
0

est la primitive sur R de f telle que F'(0) = 0.
Sans calculer cette intégrale, nous pouvons obtenir des propriétés qualitatives de F'.

> En effet, F' est dérivable sur R et, pour tout réel x, nous obtenons

2

Fl(z) = f(z) =e"
> Puisque, pour tout réel z, F'(x) > 0, F est croissante sur R.

> Une équation de la tangente a l'origine O d’un repére choisi est

y=F'(0)x+ F(0), soit y = x
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> La fonction F' est dérivable 2 fois. Pour tout réel z, il vient

2

F'(x) = —2ze™"

Par conséquent, F”(x) = 0 si et seulement si x = 0, en changeant de signe. 11
en résulte que O est un point d’inflexion pour la courbe Cp.

Corollaire 15.2

Une fonction f continue et positive sur un intervalle I admet une primitive sur cet
intervalle.

Démonstration

La fonction z — / f(t)dt, avec a € I, convient.

Proposition 15.3 — Existence d’une primitive

Si une fonction est continue sur un intervalle [a,b] avec a < b, alors elle admet des
primitives sur cet intervalle.

Démonstration

Soit f une fonction continue sur [a,b].

Nous savons que f atteint sur [a,b] un minimum m. Pour tout réel x € [a,b], nous
posons g(z) = f(x) —m > 0.

La fonction g est continue, positive sur [a,b], elle admet donc une primitive G sur
cet intervalle.

Cette fonction est dérivable sur [a,b] et nous avons

G (x) = g(z) = f(x) —m.

Nous considérons la fonction F' définie sur [a,b] par

F(z) = G(z) + mx.

Cette fonction est dérivable sur [a,b] et, pour tout réel z € [a,b], il vient

F'(x) =G'(x) +m = f(z) —m+m= f(z),

ce qui prouve que F' est une primitive de f sur [a,b].
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15.2.2 Calcul d’une intégrale

Proposition 15.4 — Intégrale d’une fonction continue — positive

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a,b], avec a < b.
Etant donnée une primitive F' de f sur [a,b], nous disposons de I’égalité

Démonstration

x
Nous savons que la fonction x — / f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en
T =a. ¢
Une primitive quelconque F' de f sur [a,b] est définie par

V€ la,bl, F(:c):/xf(t)dt—l—c, avec ¢ € R.

Par conséquent, nous en concluons

F(b) — F(a) :/:f(t)dtJrc—/aaf(t)dt—c:/abf(t)dt.

Remarque

o Lorsque 'obtention d'une primitive F' de f est immédiate, nous pouvons uti-
liser la notation suivante

[ Py = [P, = F®) ~ F(a).

b
o L’égalité / f(z)dz = F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive F' de f

a
choisie.

C’est pour cette raison que, dans ce calcul, nous pouvons choisir une primitive
dont la constante additive est nulle.

Exemple 15.5

™

Nous calculons l'intégrale I = / ® cosz dr.
0

Il vient
. z . T .
I = [sin(x)]§ = sin o — sin0 = 1.
Exemple 15.6

1
Nous calculons l'intégrale J = / * sin(mz)da.
0

Nous obtenons
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Exemple 15.7

Pour tout réel a > 0, nous calculons I'intégrale

Nous avons

a 1 1
K(a) = [lnt—l—e*t]l =lna+e“— (lnl —|—€71) =lna+ — —-.
et e
Graphiquement, nous obtenons
1 0

Nous remarquons sur cette figure et par le calcul,

lim K(a)= +oo.

a—+00
Exemple 15.8
1 L2z
Nous calculons L = / ﬂdm.
0 6230 + x?
Nous observons que
62x —I— T
Vz e |01, —— >0.
v € [0.1] e + x2
En posant
u(z) = ** + 2% > 0,
il vient

U(z) =2 + 21 =2 (" +1).
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Nous en déduisons

Soit une fonction continue f sur un intervalle [a,b], avec a < b.
Etant donnée une primitive F' de f sur [a,b], nous disposons de I’égalité

Démonstration

Nous savons que si f est continue sur [a,b], alors f admet sur cet intervalle des
primitives.

Soient F' I'une quelconque d’entre elles et G la primitive de f telle que G(a) = 0.
Nous avons vu a la proposition 15.1, pour tout réel x € [a,b],

Gla) = [ f(t)at,

en ayant admis que cette proposition demeure vraie avec la seule contrainte de
continuité sur la fonction f.

Puisque la fonction x — F'(x) — G(z) est constante, nous en déduisons, pour tout
réel x € [a,b],

ce qui implique

En particulier pour x = b, nous en concluons

[ F(w)dz = ) - Fla)

Exemple 15.9

us

Nous proposons de calculer I'intégrale I = / ) sin(2x)dzx.

(VB
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Nous remarquons que la fonction x —— sin2x change de signe sur l'intervalle
T
i)

Nous avons

15.3 Propriétés algébriques de I’intégrale

15.3.1 Linéarité de l’intégrale

Proposition 15.6

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et A\ un réel quelconque.
Quels que soient les réels a € I et b € I, nous avons

. /ab (f(x)—i—g(m))dx:/abf(x)dx%—/abg(x)dx
. /ab)\f(w)dx:)\/abf(x)dx

Démonstration
Soient F' et G des primitives respectives de f et g sur I et A un réel quelconque.

« Nous savons que F' + G est une primitive de f + g sur I. Il en résulte

[ (7@) + @)z = [F(@) + Gl

o Nous savons que A\F est une primitive de \f sur I.
Nous en déduisons
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[ M) = F@),
— AF(b) — \F(a)
— A(F(b) - F(a))

b
:)\/fxd:v

Exemple 15.10

Nous proposons de calculer les intégrales

I:/ cos?xdr et J:/ sin? zdx
0 0

Pour cela, nous calculons I + J, puis I — J en utilisant la linéarité de I'intégrale. Il
vient successivement

I+J:/ Coszxd:v+/ sin® xdx
0 0

= " (0082 x + sin? :E) dx
0

:/ ldz
0
=T

vy ™

I—J= Cos xdx—/ sin? zdx

0
iy

= cos T — sin x) dx

o

™

= cos 2xdx
0
3om2e]
= |=sin2x
2 0
1 . 9 0
= —sin 27 — —sin
Ty
=0
Ainsi, nous résolvons le systeme
I+J=m 21 =7
<
I—J=0 1=J

ce qui donne pour conclure
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15.3.2 Relation de Chasles

Proposition 15.7

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Quels que soient les réels a € I, b € I et ¢ € I, nous avons

/ dx—i—/ dx—/ f(x)dx.

Démonstration

Soit F' une primitive de f sur . Il vient

/abf(w)dx n /b f(z)dz = F(b) — F(a) + F(c) — F(b)
= F(c) — F(a)

= /Cf(a:)dzz.

Corollaire 15.8

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Quels que soient les réels a € I, b € I, nous avons

/ab f(z)dx = —/ba f(z)dz.

Démonstration

En particulier pour ¢ = a dans 1’égalité précédente, nous obtenons

/ dx+/ d:v—/ f(z)dz = 0

ce qui justifie I’égalité attendue.
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Remarque

Si f est positive sur I, alors la relation de Chasles ¢ traduit ’additivité des aires de
deux parties adjacentes du plan.

a. Mathématicien francais : 1793-1880

Exemple 15.11

2
Nous calculons l'intégrale I = / |z|dz.
-1

11 vient

0 2 270 212 5
I:/ —xdx+/ :vdx:{—x] —}—{x} =_—+2=_.
-1 0 21, 21y 2 2
Nous remarquons qu’il est également possible, dans ce cas, de déterminer [ en

calculant et en additionnant les aires des deux triangles sous la courbe dans la
figure qui suit.

31 Cabs

[

w

|

N\

|

—_

— |

Y
w
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15.4 Intégrale et inégalités

15.4.1 Positivité

Proposition 15.9

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b. Si, pour tout réel
x € [a,b], f(x) > 0, alors

/abf(x)dx > 0.

Démonstration

Soit F' une primitive de f sur [a,b].
Puisque

V€ lab], F'(z)=f(z) >0,

nous en déduisons que F' est croissante sur [a,b].
Il en résulte

a<b = F(a) < F(b),

ce qui prouve

Remarque

— L’intégrale d'une fonction positive est par définition I'aire sous la courbe Cy, ce
qui justifie immédiatement la propriété de positivité de I'intégrale. Cependant
la preuve ci-dessus insiste sur 'importance qu’il y a a préciser que les bornes
a et b sont rangées en ordre croissant.

— Si pour tout réel € [a,b],f(z) < 0, alors

/bf(a:)d:c < 0.

— La réciproque de cette proposition est fausse comme le montre le contre-
exemple qui suit.

2
/ xzdr >0

-1

bien que z — x change de signe sur [—1,2].

Exemple 15.12

Soit F la primitive de ¢ — e~ sur [0, 4 oo[, telle que F(0) = 0.

Nous savons que, pour tout réel z > 0, F(x) = / e~ dt.
0
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Puisque

nous en déduisons

Va € [0, + oo, F(x):/ e dt > 0,
0

15.4.2 Comparaison de deux intégrales

Proposition 15.10

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b], avec a < b.
Si, pour tout réel x € [a,b], f(z) < g(x), alors

Démonstration

Puisque, pour tout réel z € [a,b),

par positivité, nous en déduisons

[ (6@) ~ f@)de >0

Par linéarité, nous obtenons

b

/abg(x)dx — / f(z)dx >0,

a

ce qui implique 'inégalité attendue, c’est-a-dire

Exemple 15.13

Soit un réel x > 1. Pour tout réel ¢ € [1,x] nous avons successivement

Par comparaison des intégrales, nous en déduisons

/ e dt < / e tdt,
1 1

ce qui donne
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/ e tdt
1

INTEGRATION

Corollaire 15.11

I'inégalité

[ t@as| < [17@)da.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b. Nous disposons de

Démonstration

Pour tout réel x € [a,b], nous avons

—[f(@)] < fz) <[f(z)].

Par comparaison des intégrales, nous en déduisons

[ -li@lte< [ sz < [ 176

c’est-a-dire

[ @l < [ f@ae < [ 11

Nous en concluons l'inégalité attendue, soit

bf(:c)dx < blf(x)|d:p.
/ /

)|dx

)|dx.
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Exemple 15.14

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a,b], avec a < b et M un majorant
sur cet intervalle de x — | f(x)].
Pour tous les réels x € [a,b] et zy € [a,b], nous montrons que la fonction F : z —

/ f(t)dt satisfait a 'inégalité :

|F(2) = F (20)| < M |z — ol .

Nous avons, en utilisant la relation de Chasles,

Pla) = F(ao) = ["gwat— [ jtyar
= [ rwyae + / f(t)dt,
= [ s
0
Nous distinguons deux cas.
1€ cas : x > x;.
En appliquant le corollaire 15.11, il vient
P() = F (o)l < [ 17olde< [ Mat
o 0
ce qui donne

|F(x) = F (zo)| < M (z — o),
c’est-a-dire, puisque x > x,

|F(x) — F (z0)] < M |x — 0] .

2¢ cas : r < xo.
Puisque

xo
F(z) — F () = — / F(t)dt,
de la méme fagon, nous en déduisons
|F(z) = F (x0)| < M (29 — ),
c’est-a-dire, puisque x < xg,

|F(x) = F (z0)| < M |z — |-
Ainsi I'inégalité proposée est vraie, quels que soient les réels x et xy appartenant a
[a,b].
Nous en déduisons par encadrement que

lim F(z) = F(x0),

Tr—x0
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X

ce qui justifie, de facon directe, que la fonction F' : z — / f(t)dt est continue en
a

Zo-

15.4.3 Valeur moyenne

Théoreme 15.12 — Théoréme de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b.
On suppose qu’il existe un réel m et un réel M tels que

Vtelabl, m<f(t)< M.

Alors, il existe un réel ¢ € [a,b] tel que

£ = = [ o

Démonstration

Nous savons que pour tout réel ¢ € [a,b],
m < f(t) < M.

Par comparaison des intégrales, sachant que a < b, il vient

b b b
/mdtg/ f(t)dtg/ M,
soit

b

m(b - a) < / F(6)dt < M(b— a).

a

Comme b — a > 0, nous obtenons

bia/bf(t)dth.

Puisque la fonction f est continue sur [a,b] et que l'image de cet intervalle par f
est U'intervalle [m,M], par application du théoréeme des valeurs intermédiaires, nous
avons

m <

Vk e [m,M], 3celab], f(c)=k.

En particulier pour k = 2 / f(t)dt, nous pouvons affirmer qu’il existe un réel
—Q Ja

c € [a,b] tel que

£ = o [ foyr
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Remarque

— Nous avons énoncé au paragraphe 5.2.3 que > si f est continue sur [a,b], alors
la condition
Vit € [a;b], m < f(t) <M,

est toujours vérifiée. > Plus précisément, nous savons que f atteint sur [a,b]
un minimum et un maximum.

— Sia > b, le théoreme de la moyenne reste vrai. Il suffit d’échanger les réles de
a et b.

Nous disposons ainsi d'un énoncé plus général du théoréme de la moyenne.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Pour tous les réels a € I et b € I tels que a # b, il existe un réel ¢ compris entre a
et b satisfaisant a

Dans les mémes conditions que celles du théoreme de la moyenne, nous disposons
de I'encadrement

Démonstration

La preuve de ce corollaire est constituée des six premieres lignes de la démonstration
précédente.

Remarque. Lorsque f est continue et positive sur [a,b], avec a < b, les inégalités de la
moyenne signifient que 1’aire sous la courbe est encadrée par les aires m(b—a) et M(b—a)
des rectangles représentés sur la figure qui suit.

Définition. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b.
La valeur moyenne de f sur cet intervalle est le réel défini par

bia/abf(t)dt

Remarque. Avec les notations du théoréeme de la moyenne, lorsque f est continue et
positive sur [a,b], avec a < b, la valeur moyenne de f est égale a f(c) qui est la hauteur
du rectangle de largeur b — a dont 'aire

f@0-a)= [ foyi

est égale a l’aire sous la courbe Cy.
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Exemple 15.15

Nous calculons la valeur moyenne, notée f, sur l'intervalle [—2,3] de la fonction
f:xr—)Q—l—cos(%x).
Il vient

F= g [ e (52)) e
s Zan ()]
(o 2 () - (-o+ 2uncon)
3(0-2)

2

—92_ =
5%

15.5 Meéthode des rectangles

15.5.1 Encadrement d’une intégrale

Définition. Soit [a,b] un intervalle avec a < b. Pour tout entier n € N*, une subdivision
de [a,b], de pas h = =2, est une suite finie de réels (x;) définie par

n ?

b—a

n

Proposition 15.14

Soit f une fonction continue, monotone et positive sur [a,b], avec a < b.
b
On pose [ :/ f(z)dz.

Avec les données de la définition, les suites (S,,) et (S),), définies sur N* par

Vke[0n]xz,=a+k =a+ kh.

b —a n—1 b —a n—1
= > of(ze) et S, = > f (zhar)
L N,
satisfont &
lim S,= lim S, =1
n—-+oo n—-+oo
Démonstration

Pour fixer les idées, nous supposons que f est croissante sur [a,b].
Pour tout entier k£ € [0,n — 1], nous remarquons

z € [a,b] et xpi1 € [a,b].
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Puisque f est croissante sur [a,b], nous en déduisons

T <o < T — f(z) < f(@) < f (Thp)

Par comparaison des intégrales, pour tout k& € [0,n — 1], il vient

[T @< [ e < [ (@) de

k k Tk
c’est-a-dire,

Th+1

(or1 = o) @) < [ f(@)do < (zin — 20) S (@n01)

Tk
Puisque :
b—a b—a

h—
xk+1—xk:a+(k+1)Ta—a—k = =h

nous obtenons, pour tout entier k£ € [0,n — 1],

hf @) < [ f(@)de < S (on0)

Cet encadrement signifie que 'aire sous la courbe sur Iintervalle [xy,x41] est en-
cadrée par les aires hf (zy) et hf (k1) des rectangles comme cela est indiqué sur
la figure qui suit.

En additionnant, pour k € [0,n — 1], chaque membre de I'encadrement établi pré-
cédemment, nous obtenons

S hf) <Y [ e < 3 S ()
k=0 k=0 * Tk k=0

Nous posons, pour tout entier n € N*,

n—1 b—a n—1
Sn="h) fla) = > f (),
k=0 k=0
) n—1 b—a n—1
Sp=h> f(zrn) = > f(@rn).
k=0 k=0
Grace a la relation de Chasles, nous avons
n—1 Thyl b
Z/ f(z)dz :/ f(z)dz = 1.
k=0 "%k @
Ainsi, nous disposons de I'encadrement
S,<I<8.

De cette double inégalité, nous déduisons

0<I-8,<8 -85,

Or, nous avons
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S —snzhgf(xkﬂ) —th(:vk),
(S 160-5 1),
_ (if(xkﬂf(wn)—f(xo)—nZ::f(xk))7
= (f l‘n)—f(l’o)),
= "= (40) - f(@)

Par conséquent, nous obtenons

VneN0<I-5,<

Puisque

. b—a
lim
n—+oo  n,

par encadrement, nous en concluons

lm I—-5,=0
n—-+0o00
¢’est-a-dire
lim S, =1

n——+o0o

De plus, comme
, b—a
Sy = Sn+ (f(b) = f(a)),

. L . _
par somme des limites, nous en déduisons lim,, ;. .S;, = .
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Remarque

e Si f est décroissante sur [a,b], alors nous disposons de 1’encadrement
S, <I<S,

ce qui permet d’obtenir les mémes conclusions.

o Lorsque f est monotone sur [a,b], avec a < b, le réel

(b) — f(a)l,

est un majorant de ’erreur commise en approximant l'intégrale I par S, ou

S’
S, = b—a (a + k—b a)
= n

o Les sommes
o b—a"1 b—a
=g (ot e

sont les sommes de Riemann associées a la fonction f sur 'intervalle [a,b].
Elles permettent d’étudier la convergence de certaines suites.

L’exemple qui suit en est une l'illustration.

Exemple 15.16

Nous considérons la suite ( u, ) définie sur N* par

nkzl n

Pour tout réel x € [0,1], nous posons f(z) = In(1 + x).
Cette fonction f est continue, positive et croissante sur [0,1].
De plus, nous observons une somme de Riemann puisque,

Ly r(B) i () —s,

nkl "o

La proposition précédente permet de conclure par

1
lim w, = lim S/ —/ n(l+ z)dz
0

n—-+oo n—-+o0o

Au paragraphe suivant, nous verrons comment calculer cette intégrale.
Pour l'instant, nous proposons la méthode algorithmique des rectangles pour obtenir

1
une valeur approchée de l'intégrale / In(1 + z)dx.
0

15.5.2 Algorithme de la méthode des rectangles

Avec les notations du paragraphe précédent, les bornes a et b ainsi que 'entier n > 1
étant choisis, la fonction f a intégrer étant définie, nous proposons 'algorithme suivant
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from math import * def f(x) :
return log(z + 1)

b—a a=float (input ("a="))
h
n b = float (input ("b="))
u<+0
v 0 n=int (input ('n=") )

u<—u+ hf(a+kh) h=(b—a)/n

Pour k allant de 0 an —1
v v+ hf(a+ (k+1)h)

u=0
Fin Pour
v=20
Affich
cherd for kin range(n ) :u=u+h=xfla+k« |
Afficher v )
print ("Pour', 'n=", n)
print( "u ==, u)
print (" v==,v)

1
Ainsi un encadrement de U'intégrale / In(1+ x)dx est :
0

Pour n = 100
u = 0.382824458574729,
v = 0.38975593038032846.

Pour n = 1000
u = 0.3859477458629461,
v = 0.3866408930435061.
Nous donnons a présent une version plus synthétique en introduisant une fonction Python
rect(f,a,b,n).

from math import *
def f(x):

return log(x+1)
def rect(f,a,b,n):

h=(b-a)/n
u,v=0,0
X=a

for i in range(n):

u=u+hx*f (x)

x=x+h

v=vi+\textrm{h}+\textrm{f} (\textrm{x}
return (u,v)

S>> Pour n = 1000
u = 0.3859477458629461,
v = 0.3866408930435061.
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15.6 Intégration par partie

15.6.1 Introduction

Pour introduire cette méthode d’intégration, nous remarquons que l'intégrale du pro-
duit de deux fonctions n’est pas égale au produit de leurs intégrales.

En effet, le contre-exemple qui suit justifie cette remarque préalable.

D’une part, nous avons

! e [y [ ] 1
/0 (t+1) 0< +) 3+20 3+

D’autre part, il vient

(fran) s (eena) =[5] < 5] =5 Gr) =5

Par conséquent, nous constatons que

1 1 1
/0 1t +1)dt # (/0 tdt) x (/0 (t+1)dt>
15.6.2 La formule d’intégration par parties

Proposition 15.15

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I tel que v’ et v’ soient
continues sur /.
Pour tous les réels a et b appartenant a I, nous disposons de 1’égalité

DN | —
(@]

[ uley @) = fu(a) x @)l ~ [ w(@o(@)da

Démonstration

La fonction u X v est dérivable sur I.
Pour tout réel x € I, nous avons

(w)'(z) = v/(z)v(z) + u(z)v'(z)
ce qui implique
u(@)v'(z) = (w)' (z) — u'(z)v(x)
Puisque les fonctions
r— u(x)v'(z) et zr+—— (uxv)(x)—u(x)v(z),

sont continues sur I, nous pouvons intégrer, entre a et b, les deux membres de
I’égalité précédente.
Ainsi, nous obtenons



326 CHAPITRE 15. INTEGRATION

/ab u(z)v' (z)dx = /ab [(u x v)'(z) — /' (z)v(z)] dz
/ab u(z)v' (x)de = /ab(u X v)'(x)dx — /b o' (@)v(x)de

/ab u(z)v'(z)dz = [(u x v)(z)]2 — /ab u'(z)v(x)dx

La formule d’intégration par parties est ainsi démontrée.

Remarque

o La formule d’intégration par parties est symétrique, ce qui signifie que 'on
dispose également de 1'égalité

/ab u'(z)v(z)de = [(u x v)(z)]% — /ab u(x)v' (z)dx

o Pour appliquer cette formule, nous devons préciser que les fonctions u et v

sont de classe C!, c’est-a-dire dérivables dont les dérivées sont continues sur
1.

o Dans la preuve ci-dessus, nous avons utilisé le fait que si deux fonctions sont
égales sur un intervalle alors leurs intégrales sont égales.

Mais la réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple

! 1 ! 1
/tdt:f ot /(l—t)dt:f
0 2 0 2

mais t — t et t — 1 — ¢ sont distinctes sur [0,1].

o Il est facile de vérifier que la formule d’intégration par parties ne dépend pas
de la primitive de ' choisie (respectivement de v ).

o La formule d’intégration par parties est la plupart du temps utilisée lorsqu’il
s’agit de calculer I'intégrale du produit d’un polynéme par une fonction de
nature différente.

C’est ce qui est illustré dans les exemples qui suivent.

Exemple 15.17

Nous calculons l'intégrale
1 :/ x sin 2xdx.
0

Pour z € [0,7], nous posons
u(z) =z et ' (x)=sin2x,
u(z)=1 et ov(z)= 5 cos 2.

Les fonctions u et v sont C! sur [0,7].
La formule d’intégration par parties donne
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T ™ 1
1= [—ECOSQJ}} —/ 1 x (—cost) dx,
2 0 0 2
1 ™
I = —g + 5/0 cos 2xdzx,
1 s
I = T + [ sin2x} = _Z
2 4 0 2
Exemple 15.18

Soit un entier n > 2. Nous calculons I'intégrale :

In(n)
I, = / 2z +1)e “dx
0
Pour z € [0,1n(n)], on pose
wz)=2x+1 et V'(xr)=e",
u(r)=2 et w(z)=—e".

Les fonctions u et v sont C' sur [0, In(n)].
En intégrant par parties, il vient

—z\11n(n) In(n) —z
I = [z +1) (=) = [ 2 x (=e ) da,

= —(2In(n) +1)e 2™ 4142 [—e‘“”]gn(n) :
1 1
:—@mun+n+1+2<—+1),
n n

1 3
o) 3 13
n n

=2

In(n) _

Comme lim,, ., ., — = 0, nous observons que

lim I, =3.

n—-+o0o

Exemple 15.19

Nous déterminons la primitive L sur ]0; 00|, de la fonction In satisfaisant a la
condition initiale L(1) = 0.

Nous savons que, pour tout réel x > 0, cette primitive s’exprime sous une forme
intégrale par

L(z) = /1 In(t)dt.

En remarquant que

L(z) = / “n(t) x 1dt,

1

nous posons, pour t € [1,z] ou t € [x,1],
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u’(t):llt et w(t) =t.

Les fonctions u et v sont C! sur [1,2] ou [x,1].
La formule d’intégration par parties donne

L(z) = / w(t)o' () dt
1

z ]

= [tInf]? —/ = X tdt
1t

=zlnzx —/ 1dt

1
=zlnzr—(xr—1)
Il est facile de vérifier que

L(1)=0et,Vz >0,L'(z) =lnz

Les primitives de In sont les fonctions F' définies sur R* par

Fl)=zlnz—(z—1)4+¢, avecceR

¢’est-a-dire, en posant C' =1+ ¢,

F(z)=zlnz—x+C, avecCeR

15.7 Aires entre deux courbes

Proposition 15.16 — Cas de deux fonctions positives

INTEGRATION

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], avec a < b.
Nous supposons

Va e lab], 0<g(r) < f(z)

En désignant par

D= {M(zy)/x € [a,b],9(x) <y < f(2)}

dans I'unité d’aire, nous avons

aire(D) = [ (£(z) ~ g(x))dr

Démonstration

Nous établissons ce résultat a l'aide de la figure qui suit.

Pour tout réel x € [a,b], nous désignons par Dy l'aire sous la courbe C; et D, 'aire
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sous la courbe C,.
Graphiquement, dans I'unité d’aire, nous observons
aire(D) = aire (Dy) — aire (D,),
ce qui donne, puisque les fonctions f et g sont positives sur [a,b],

aire(D) = /ab f(z)dz — /abg(x)dx,

ce qui permet de conclure par linéarité,

Proposition 15.17 — Cas général

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], avec a < b.
Nous supposons

Va e lab], g(x)< f(x)

En désignant par

D = {M(z,y)/z € [a,b,9(z) <y < f(2)},

dans 'unité d’aire, nous avons

Démonstration

Puisque la fonction g est continue sur [a,b], elle admet sur cet intervalle un minimum
m.
Pour tout réel = € [a,b], nous posons

fiz) = f@)—m et gi(z)=g(z) —m.
Nous avons

Vo elab], 0<g(z)<fi(z)

En appliquant la proposition précédente, avec les notations de la figure qui suit,
nous obtenons

aire (Dy) = aire (Dy, ) — aire (D, )

La translation de vecteur mj' transforme la partie D du plan en la partie D;.
Sachant qu’'une translation conserve les aires, nous en déduisons

aire(D) = aire (D)

Il en résulte
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aire(D) = aire (Dy,) — aire (D,,)
:Kﬁ@m_fm@m
= [ (@) - a(e)) da
_ /a”[ f(x) = m = (g(x) — m)]dz
= [0 - g

Exemple 15.20

Pour tout entier naturel n > 1, nous calculons l'aire a,, de la partie du plan D,
définie par

1
D, = {M(x,y)/n <<l et Inx<<y< e“’“}

Cet exemple est illustré par la figure ci-dessous
En appliquant la proposition précédente, dans I'unité d’aires, pour tout entier n > 1,
nous obtenons

1
a”:/; (" —Inx)dx
Dans le dernier exemple du paragraphe précédent, nous avons établi qu’une primi-

tive de la fonction In sur |0, + oof est z — xlnz — .
Nous en déduisons

an = [® —xlnz + z]t

1 1 1
=e+l—en+—In|—-)——,
n n n
1
:e+1———M—e%
n n
Puisque
1
lim n(n):() et lim er =1
n—+oo N n—+o0

nous observons
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Corollaire 15.18 — Cas d’une fonction négative

Soit g une fonction continue sur [a,b], avec a < b.
Nous supposons

Vo e lab], g(x)<O0.

En désignant par

D = {M(z,y)/z € [a,b],9(x) <y <0}

dans I'unité d’aire, nous avons

Démonstration

Nous appliquons la proposition précédente dans le cas particulier

11 vient

aire(D) = /ab(() —g(x))dr = — /abg(x)dx

Remarque

Lorsque la fonction f change de signe sur [a,b], nous calculons 'aire limitée par C;
et la droite des abscisses en utilisant la relation de Chasles, en faisant la somme
algébrique des intégrales de la fonction f sur les intervalles ot elle conserve un signe
constant.

Exemple 15.21

Soit f la fonction x — sin(2x).
Nous calculons l'aire A de la partie du plan limitée par la droite des abscisses et la
courbe Cy, lorsque x € [—g,g].
3 ™ T
Nous observons que f change de signe sur [—1,5].
En utilisant la remarque précédente, il vient

0 3
A= —/ Sin(Qx)dx—i-/O sin(2z)dx

I

0 2

= — [—2 cos(2x) + [—; 005(25’7)]

0

k]

Nous en concluons que dans I'unité d’aire u?, nous avons
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Nous remarquons que, sur U'intervalle |—Z Z| D'aire sous la courbe représentative
) 409 ]

de la fonction positive z — |sin(2zx)| est aussi égale a A, dans 'unité d’aire.
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Probabilités
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Les pré-requis de ce chapitre sont les connaissances acquises a ce sujet en classes de
Troisieme, Seconde et Premiere.

Nous débutons ce chapitre, par I'observation de la succession de n épreuves identiques
a deux issues : « succes ou échec », la réalisation de chacune étant indépendante des autres.
Ceci nous ameéne a définir un schéma de Bernoulli ' puis la variable aléatoire qui lui est
associée, c’est-a-dire la loi binomiale.

Nous développons ensuite les opérations sur ’espérance et la variance de deux variables
aléatoires, c’est-a-dire, la linéarité de 'espérance et I'additivité de la variance lorsque les
deux variables aléatoires sont indépendantes.

Pour terminer, nous évaluons I’écart entre une valeur prise par une variable aléatoire et
sa moyenne en proposant l'inégalité de Bienaymé 2-Tchebychev? et son application dans
la preuve de la loi des grands nombres.

1. Mathématicien suisse : 1654-1705
2. Mathématicien francais : 1796-1878
3. Mathématicien russe : 1821-1894
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Jusqu’a la fin du XIXe¢ siecle, le calcul de probabilités concernait uniquement une
quantification du hasard liée a des expériences aléatoires dont le nombre d’issues est fini.
La description de situations aléatoires dont I’ensemble des issues est infini a conduit a la
naissance de la théorie des probabilités.

C’est le mathématicien russe Kolmogorov* qui, au début du XXe¢ siécle, en utilisant la
théorie naissante des ensembles, proposa une axiomatique qui est le fondement de 1’étude
théorique des probabilités. De nos jours c’est une branche tres importante et féconde des
mathématiques contemporaines.

4. Mathématicien russe : 1907-1987
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19.1 Epreuves successives indépendantes

19.1.1 Cas de deux épreuves successives

Définition 19.1

Soient 1 = {wy,wa, ..., wp} et Qp = {w’l,wé, o ,w;} deux ensembles d’issues pos-
sibles sur lesquels sont définies respectivement deux lois de probabilités Py et Ps.
On suppose que, pour chaque couple (7,5) tel que 1 < i < pet 1 < j < g, les
événements {w;} et {w}} sont indépendants.

Nous définissons une loi de probabilité P sur le produit cartésien €; x €2y par

V (wiw)) € x Qg P({(wiw)) }) =P ({wi}) x Pa ({w3})

Cette probabilité est la probabilité de succession de deux épreuves indépendantes.

Exemple 19.1

Nous prenons pour
— ()1 I'ensemble des 4 issues possibles lors du jet d’un dé tétraédrique équilibré.

— (2, 'ensemble des deux issues lors du jet d’un piece équilibrée.

Nous avons

O x Oy = {1,2,34} x {P,F}
={(1,P),(2,P),(3,P),(4,P),(1,F),(2,F),(3,F),(4,F) }.

La probabilité de succession définie sur 2; x 25 est uniforme.
Chaque couple d’issue indépendante a une probabilité égale a

1 1 1

X —=—.
4 2 8
Nous pouvons représenter cette succession de deux épreuves indépendantes par
I’arbre qui suit.

£ I I B e B I R

Les propriétés usuelles sont appliquées avec une probabilité de succession.
Par exemple, nous considérons I’événement A : « obtenir un couple qui ne comporte
aucune coordonnée face ».
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Nous obtenons :

P(A) = P({(LP)’(2>P)>(3>P>7(4?P)}) = ;l =5

19.1.2 Cas de n épreuves successives

Définition 19.2

Nous considérons un entier n > 2.
Soient Qq, s, ..., Q,, n ensembles d’issues possibles sur lesquels sont définies
respectivement n lois de probabilités

P, P,,... P,

Un n-uplet (x1,x9,...,2,) appartenant au produit cartésien 2y X g X -+ X Q,, est
une succession d’épreuves indépendantes lorsque la réalisation de chaque issue x;
ne dépend pas de la réalisation de la précédente.

Nous définissons ainsi une loi de probabilité P sur le produit cartésien 2; x €y X
-+ x Q,, de la facon suivante :

P (21,23, .. .,00)) = Py ({z1}) X Pa ({22}) X - x By, ({2}).

Remarque

Dans une urne contenant n boules de différentes couleurs, un tirage successif avec
remise de r boules est une succession d’épreuves indépendantes.

Ce n’est pas le cas d'un tirage successif sans remise ou d’'un tirage simultané de ces
r boules.

Exemple 19.2

Une urne contient 4 boules numérotées 0 et 3 boules numérotées 1. Trois d’entre
elles sont prélevées au hasard, successivement avec remise.

Il s’agit d’une succession de trois épreuves indépendantes, chaque épreuve restituant
1 ou 0.

L’ensemble des issues possibles est donc

Q=1{0,1} ={0,1} x {0,1} x {0,1}

Nous avons

Card(Q) = 2° =8

Nous pouvons nous aider d'un arbre pour lister les 8 triplets possibles.
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Nous considérons I’événement A : « obtenir au moins deux 0 ».
En parcourant ’arbre, cet événement est réalisé pour les triplets suivants

A ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}

De plus la succession de 1 ou 0 sont des épreuves indépendantes, ce qui donne

4\3 4\? 3 AN?/4 9 16 x 13
P<A>:(7) +3X(7) X7:(7> (7+7)=73 ~ 0,6.

Nous verrons dans la section qui suit que cette expérience aléatoire peut étre décrite
par une variable aléatoire qui compte le nombre de 0 obtenu en réitérant trois
prélévements successifs avec remise (c’est-a-dire indépendants).

19.2 Schéma de Bernoulli

19.2.1 Loi de Bernoulli

Définition 19.3 — Epreuve de Bernoulli

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire dont I'ensemble (2 des issues
possibles est réduit a deux éléments notés S (succes) et S (échec).
Pour tout réel p € [0,1], on définit sur 2 = {S,S} une loi de probabilité P en posant

P(S)=p et P(S)=1-p.

Définition 19.4 — Variable aléatoire de Bernoulli

Avec les données ci-dessus, une variable aléatoire X définie sur Q = {S,S} suit une
loi de Bernoulli de parametre p si et seulement si

— X(©2) ={0,1},
— P(X=1)=p et PX=0)=1-p.
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Remarque

e Une loi de Bernoulli de parametre p est notée b(p) ou B(1,p).

e On note X — b(p) la donnée d'une loi de Bernoulli de parametre p (la fleche
— signifie « a pour loi »).

e On pose souvent ¢ =1 — p.

o En général, nous avons p €]0,1] car si p =0 ou p = 1, alors la variable X est
certaine égale a 0 ou 1.

Exemple 19.3

« Lancer d'une piece équilibrée : S = Pile, S = Face.

X suit une loi de Bernoulli b (;)

o Lancer d'un dé équilibré : S = 1,5 # 1.
X suit une loi de Bernoulli b (é)

e Dans une urne, il y a une proportion p de boules blanches, les autres boules
sont d’une autre couleur. Nous considérons les deux événements

— S : « tirer une boule blanche ».
— 5 : « tirer une boule d’une autre couleur ».

X suit une loi de Bernoulli b(p).

Proposition 19.1 — Parametres d’une loi de Bernoulli

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli b(p).
— Son espérance est E(X) = p.
— Sa variance est Var(X) = p(1 —p).

Démonstration

— Par définition de I'espérance d’une variable aléatoire nous obtenons

E(X)=1xP(X =1)40 x P(X = 0)
=1xp+0x(1—p)
= p.

— Pour calculer la variance de X, nous utilisons la formule de Kénig-Huyghens
vue en classe de Premiere, ce qui donne

Var(X) =E (X2) _ (E(X))2
=12 xP(X =1) + 0* x P(X = 0) — p’

=p—p*=p(l —p).
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Exemple 19.4 — Fonction affine d’une variable de Bernoulli

1
Nous considérons une variable aléatoire X qui suit une loi de Bernoulli b (2>

Y = 2X — 1 est une variable aléatoire telle que
Y(Q)={-1,1}
De plus, nous avons
PY=-1)=P2X-1=-1)=P(X =0)==
PY=1)=P2X-1=1)=P(X =1)=

1
Nous en concluons que Y suit également une loi de Bernoulli b <2>

Un calcul direct de son espérance est envisageable mais nous pouvons aussi appliquer
les connaissances vues en Premiere puisque

E(Y):E(2X—1):2E(X)—1:2><;—1:0

ce qui signifie que Y est centrée.
Toujours grace programme de Premiere, nous obtenons

Var(Y) = Var(2X — 1) = 2? Var(X) = 4 x i =1,

ce qui signifie que Y est réduite.
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19.2.2 Loi binomiale

Définition 19.5 — Schéma de Bernoulli

Soient n € N* et p € [0,1].
Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes de méme loi b(p).

Définition 19.6

Dans ce schéma de Bernoulli, la variable aléatoire X qui restitue le nombre de succes
suit une loi binomiale de parameétres n et p, notée B(n,p).

Remarque

— Dans un schéma de Bernoulli, une issue possible est un n-uplet dont chaque
coordonnée est 0 ou 1, c’est a dire un élément de {0,1}".

Cette issue peut aussi étre représentée par un mot de n lettres, chaque lettre
étant S ou £ = S.

— Une loi de Bernoulli b(p) est une loi binomiale B(1,p).

— Si X < B(n,p), alors nous avons

X(Q) = {0,1,2,... n}.

Exemple 19.5

Nous considérons une piece truquée, la face numérotée 1 apparait avec une

2
probabilité égale a 3 I’autre face, notée 0 , est réalisée avec une probabilité égale
1

a —.
3
Cette piece est jetée trois fois de suite.

Nous reconnaissons un schéma de Bernoulli qui est constitué de trois épreuves de
2

Bernoulli identiques et indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre p = —.
Ainsi la variable aléatoire comptant le nombre de succes, c¢’est-a-dire le nombre de
faces 1 obtenu, suit une loi binomiale de parametre n = 3 et p = 3

Pour déterminer la loi de X c’est-a-dire les calculs de P(X = k) lorsque k décrit
{0,1,2,3} nous formons l'arbre qui suit.

= O = O = O = O
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Il vient

Nous vérifions que

PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3)=1

La loi de X est résumée par le tableau qui suit.

k 01]2]|3
1124/ 38

PX =k | —|Z|=|=
X=R15 1519 |2

Proposition 19.2

Soient n € N* et p € [0,1].
Si X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p), alors

— X(Q) ={0,12,-- n} =[01],

— Vke[on], P(X=k) = (Z)ﬁu —p)" ",

Démonstration

— Par définition de la variable aléatoire X, nous avons
X(Q)={0,1,2,--- n} =[0,n].

— Pour chaque entier k& € [0,n], une issue favorable a la réalisation de ’événe-
ment ( X = k ) est un n-uplet constitué de k coordonnées numérotées 1 et de
n — k coordonnées numérotées 0.
Cette issue est réalisée par la succession de n épreuves de Bernoulli indépen-
dantes. Elle a donc pour probabilité le réel p(1 — p)"=*.

Or nous dénombrons f n-uplets qui sont constitués de k coordonnées

numérotées 1 et de n — k coordonnées numérotées 0. Ces n-uplets sont des
issues favorables disjointes deux a deux qui ont toutes la méme probabilité

pH(1 —p)"*.
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Comme elles sont au nombre de ( ), nous en concluons, par additivité des

probabilités :

Remarque

> Si ¢ =1 — p, alors pour tout entier k € {0,1,2,...,n}, nous avons

P(X =Fk) = (Z)pkq"’“

> Valeurs de P(X = k), pour k € {0,1,n}.

> Calculs de P(X > 1) et P(X > 2).
P(X>1)=1-P(X=0)=1—¢"
PX>2)=1-(P(X=0)+P(X =1))

=1—(¢" +npg"™)
=1—¢""'(q+np).

Proposition 19.3

Soient n € N* et p € [0,1].
Si X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p), alors

Démonstration

En utilisant la formule du binéme de Newton (proposition 7.15), nous obtenons

Xn:P(X =k) = Xn: (Z)p’“q"‘k =(p+q9" =1

k=0 k=0
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13
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Algorithme Nous proposons, lorsque X < B(n,p), une séquence qui restitue, pour
chaque valeur de l'entier k, la probabilité P(X = k) et la probabilité cumulée P(X < k).

def

def

def

combinaison (n,k):

if k>n:
c=0

else:
c=1

for i in range(l,k+1):
¢ =cx(1+(n-k) /1)
c=int (c)

return c

lbinomiale(n,p,k):
p=combinaison(n,k)*p*xk*(1-p)**(n-k)
return p

repbinomiale(n,p,k):

s=(1-p)**n

for i in range(l, k+1):
s=s+lbinomiale (n,p,i)

return s

Par exemple, lorsque X — B(10,0.6), pour k£ = 7, nous obtenons

>>>
>>>
>>>
>>>

lbinomiale(10,0.6,7)
0.21499084799999998
repbinomiale(10,0.6,7)
0.8243494912

Proposition 19.4 — Calculs de ’espérance et de la variance

Soient n € N* et p € [0,1]. Si X < B(n,p), alors 'espérance et la variance de X
sont

E(X)=np et Var(X)=npgq.

Démonstration

> Calcul de I'espérance de X.
Par définition de ’espérance d’une variable aléatoire finie, nous avons

E(X)=) kxP(X =k => kx <Z>pkq"_k => kx <Z>pkq"_k.
k=0 k=0 k=1

En utilisant « la petite formule » vue lors du TD7, nous savons que, pour tout
entier k tel que 1 < k < n,

ce qui donne :
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- n—1 _ “(n—1 e
E(X):an(k_l)pkqnk:nz(k_1>pkq k
k=1 k=1

Nous posons j = k — 1. Il vient

> Nous obtiendrons le calcul de Var(X) (ainsi que celui de E(X) ), plus simple-
ment, dans le paragraphe qui suit.

19.3 Opérations sur les variables aléatoires

19.3.1 Linéarité de I’espérance

Proposition 19.5 — Une autre expression de E(X)

Soient 0 = {wy,ws, ...,w,} un ensemble d’issues possibles, P une loi de probabilité
et X une variable aléatoire définies sur (2.
Nous disposons d’une autre expression de E(X) qui est

E(X) = 3 X (@) B (w)

Démonstration

Nous savons que
E(X) = Z EP(X = k).
keX ()
Puisque Q = {wj,we,...w,}, pour tout k£ € X(Q), il existe i € [1,r] tel que
Il en résulte

P(X = k) = P(X = X () = P (w)

ce qui permet de définir, en tenant compte uniquement de la donnée de €2, I’espé-
rance de X par
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Proposition 19.6 — Linéarité de 1’espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme ensemble
Q = {wy,ws, ... ,w.} d’issues possibles, ce dernier étant muni d’une loi de proba-
bilité P.

L’espérance est linéaire, ce qui signifie, pour tous les réels a et b,

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

Démonstration

Nous appliquons la proposition précédente a la variable aléatoire L = a X + bY'.
En admettant que la définition de I'espérance peut étre transférée a la variable L
pour la loi de probabilité P, il vient

T

E(aX +0Y) = Z(aX +bY) (w;) P (w;)

Remarque

En particulier :

> pour a = b = 1, nous obtenons
E(X +Y)=E(X)+E®Y)
> pour b = 0, nous obtenons

E(aX) = aE(X)

Exemple 19.6

Nous considérons deux jets successifs de deux dés tétraédriques ou X désigne le
numéro de la face cachée du premier lancer et Y désigne le numéro de la face
cachée du second lancer.

Puisque X et Y ont la méme loi de probabilité et sont définies sur

X(Q)=Y(Q)={1,2,3,4},
nous en déduisons
E(X +Y) =E(X) +E(Y)

1 1
234)
( qER T TRy

= 9.

M\OT



356 CHAPITRE 19. PROBABILITES

Pour vérification, nous pouvons déterminer la loi de S = X + Y et calculer ensuite
E(S).
En effet, nous avons

E(S) ={2,3,4,5,6,7,8},

la loi de S étant résumée par le tableau qui suit.

Ainsi, nous obtenons

E(S)_2+6+12+20+18+14+8_80_5
16 16 16 16 16 16 16 16

19.3.2 Action de I’espérance sur une fonction affine

Proposition 19.7

Soient a et b deux réels. Pour toute variable aléatoire X définie sur €2, nous avons

E(aX 4+ b) = aE(X) + .

Démonstration

Nous admettons que la définition de I'espérance peut étre transférée a la variable
aX + b pour la loi de probabilité P. Il vient

E(aX +b)= > (ak+bd)P(X =k),

kEX(Q)
=a Y KkKP(X=k)+b > Plz=k).
keX(Q) keX(Q)

Puisque Y P(z =k) =1 et par définition de E(X), nous en concluons
kEX(Q)

E(aX 4+ b) = aE(X) + .

Corollaire 19.8

Pour toute variable aléatoire X définie sur €2, la variable aléatoire Y = X — E(X)
est centrée.
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Démonstration

En appliquant la proposition précédente, nous obtenons
EYY)=E(X —E(X)) =E(X) -E(X) =0,

ce qui prouve que la variable aléatoire Y = X — E(X) est centrée.

Exemple 19.7

Un dé équilibré tétraédrique dont les faces sont numérotées de 1 a 4 est lancé. On
désigne par X le numéro de la face cachée.

Nous avons ] ] ] ] 5
EX)=1x-+2x- 44 x - =—.
(X) ><4+ ><4+3><4+ ><4 5

Le numérotage des quatre faces est modifié par la variable aléatoire Y = 2X — 1.
Nous avons

EY)=2EX)-1=4
Ce résultat peut étre vérifié par un calcul direct avec Y (Q2) = {1,3,5,7}, ce qui donne

1 1 1 1

19.3.3 Action de la variance sur une fonction affine

Proposition 19.9

Soient a et b deux réels. Pour toute variable aléatoire X définie sur €2, nous avons

Var(aX +b) = a®> Var(X) et o(aX +b) = |alo(X)

Démonstration

> Par définition, nous avons
Var(aX + b) = E ((aX +b)?) — (E(aX +b))?

En appliquant la linéarité de ’espérance ainsi que l’action de ’espérance sur
une fonction affine, nous obtenons

Var(aX +b) = E (a’X? 4 2abX + b%) — (aE(X) + b))?
= a’E (X?) + 2abE(X) + b* — a*(E(X))? — 2abE(X) — b°
=a’ (E (X?) — (E(X))?)
= a* Var(X)

> Nous en déduisons

o(aX +b) = \/Var(aX +b) = \/a? Var(X) = |a|\/Var(X) = |a|o(X
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Remarque

Nous pouvons également établir la preuve de cette proposition en appliquant la
formule de Konig-Huyghens a la variable aléatoire a X + b.

Corollaire 19.10

Pour toute variable aléatoire X définie sur € telle que o(X) # 0, la variable aléatoire

X —E(X
T= # est réduite, ce qui signifie
o(X)
Var(T') = 1.
Démonstration

En appliquant la proposition précédente, nous obtenons

1
= 22X) Var(X) = 1.

X—E(X))

Var(T') = Var ( 2(X)

19.3.4 Notion de variables aléatoires indépendantes

Définition 19.7

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme ensemble ) d’issues
possibles, muni d’une loi de probabilité PP.

Ces deux variables sont indépendantes si et seulement si pour tout couple (i,j) €
X () x Y(9) les événements (X = i) et (Y = j) sont indépendants.

En d’autres termes, X et Y sont indépendantes si et seulement si

P(X =iNY =j) =P(X =1i) x P(X =4).

Exemple 19.8

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de
Bernoulli de parameétre p.

Nous déterminons la loi de la variable aléatoire Z = XY

Puisque X(Q2) =Y (©) = {0,1}, nous en déduisons

Z(€) ={0,1}
Il en résulte, par indépendance des variables X et Y,
PZ=1)=P(X=1NY=1)=PX=1)xPY =1) = p

ce qui implique
P(Z=0)=1-P(Z=1)=1-p"

Nous remarquons que Z suit une loi de Bernoulli de paramétre p?.
Nous observons

E(Z) = p® = E(X)E(Y), soit E(XY) = E(X)E(Y).
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Cet exemple illustre un résultat général, que nous énoncons et admettons car sa
preuve dépasse le cadre de cet ouvrage.

Proposition 19.11 — admise

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme ensemble €2 d’issues
possibles, muni d’une loi de probabilité P.
Si X et Y sont indépendantes, alors

E(XY) = E(X)E(Y).

Proposition 19.12 — Action de la variance sur la somme de variables aléa-

toires

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme ensemble (2 d’issues
possibles, muni d’une loi de probabilité P. Si X et Y sont indépendantes, alors :

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Démonstration

Nous savons que

Var(X +Y) =E(X +Y))? — (E(X 4+ Y))?

En utilisant la linéarité de ’espérance, il vient

Var(X +Y) =E (X* +2XY +Y?) — (E(X) + E(Y))?
=E (X?) + 2E(XY) +E (Y?)
— (E(X))? = 2E(X)E(Y) — (E(Y))?
= Var(X) + Var(Y) — 2(E(XY) — E(X)E(Y))

Puisque les variables X et Y sont indépendantes, en appliquant la proposition
précédente, nous en concluons

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Exemple 19.9

Nous reprenons 'exemple 19.6 de jets successifs indépendants de deux dés tétra-
édriques équilibrés.
Nous savons que E(X) =E(Y) = —.

Nous avons
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Nous en déduisons 30 25 5
Var(X Var(Y —_—— =
ar(X) = Var(Y) = 1 1= 1

Puisque les variables X et Y sont indépendantes, nous obtenons

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) = 2 x i = ;

19.3.5 Echantillon de variables aléatoires

Définition 19.8

Soit un entier naturel n > 2. Un n-uplet (X1,Xs, -+ ,X,,) de n variables aléatoires
est un échantillon de taille n, lorsque ces n variables sont indépendantes, identiques
et de méme loi.

Exemple 19.10

Dans cet échantillon, nous supposons que, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n,
la variable X; suit une loi de Bernoulli de parametre p.
Dans ce cas 'observation d’une valeur prise par cet échantillon est un n uplet de

{0,1}™.
Proposition 19.13
Soit (X1,X5, -+ ,X,) un échantillon. En posant

et en désignant par p et o 'espérance et ’écart-type de chaque coordonnée de cet
échantillon, nous avons

Démonstration

> Par linéarité de ’espérance, nous obtenons
n n
=Y E(X;) =) p=nu
i=1 i=1
> Puisque les variables X1,X5,...,X,, sont indépendantes, il vient

Var (S, Z Var (X Z 0% = no?

> Nous en déduisons

o(Sp)=vVnxol=\nxo
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Corollaire 19.14 — Moyenne d’un échantillon

Les données sont celles de la proposition précédente.
Nous avons

S~ —
I I

<
VRS

N—
I
Q =
SRR

Démonstration

> Par linéarité de ’espérance, il vient

E<S71>:1E(Sn):1xnxuzy.
n

n n

> En appliquant la proposition 19.9, nous obtenons

n 1 1 2
Var(s) = = Var(S,) = = XnXaQZ%.

n n? n?

> Il en résulte que

Corollaire 19.15 — Espérance et variance d’une loi binomiale

Soient n € N* et p € [0,1].
Si, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, la variable X; suit une loi de Bernoulli
de parametre p, alors S,, < B(n,p), et nous avons

E(S,) =np et Var(S,)=np(l—p).

Démonstration

Nous reprenons ’exemple précédent.

Dans ce cas, la variable S,, = X; + X,, + - - - + X, restitue le nombre de succes lors
de la succession de n épreuves de Bernoulli identiques, indépendantes et de méme
loi.

Nous en déduisons que S, suit une loi binomiale B(n,p), ce qui implique, en appli-
quant la proposition précédente,

E(S,) =np et Var(S,)=np(l—p).
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19.4 Loi des grands nombres

19.4.1 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 19.16 — Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire finie telle que X (2) C R,. Pour tout réel a > 0, nous
disposons de l'inégalité de Markov

Démonstration

Soit un réel a > 0. Pour tout k£ € X (), nous distinguons par disjonction les deux
cas: k<aouk > a.
Nous obtenons

E(X)= Y kP(X=k= Y kPX=k+ > KP(X=k)
kEX(Q) kEX () kEX ()
k<a k>a

Puisque X (2) C R4, nous en déduisons

Z EP(X =k) >0,
keX ()
k<a
ce qui implique
E(X) > Z kP(X = k).

keX(Q)
k>a

De plus, comme P(X = k) > 0, si k > a, alors kP(X = k) > aP(X = k). Il en
résulte
S WPX =k > Y aP(X =k),

keX(Q) KEX(Q)
k>a k>a

ce qui donne, par transitivité de la relation >,
E(X)>a Z P(X =k).

kEX ()
k>a

En observant que Y P(X =k) =P(X > a), il vient

keX (D)
k>a

Nous en concluons
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Exemple 19.11

Une piece de monnaie équilibrée est lancée 100 fois de suite. Nous nous intéressons
au nombre X de piles obtenus.
Nous reconnaissons un schéma de Bernoulli et ainsi X suit une loi binomiale
B(100;0,5), d’espérance E(X) = 100 x 0,5 = 50.
En appliquant I'inégalité de Markov ¢, nous en obtenons par exemple

E(X) . 2
Nous remarquons que cette majoration est assez « grossiere » car on peut vérifier
que dans cette situation

P(X>75)=1-P(X <74) ~0,3x10".

a. Mathématicien russe : 1856-1922

Proposition 19.17 — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire finie.
Nous disposons de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

X
Ve>0, P(X -E(X)|>¢) < Var( ).

e2

Démonstration
Soit un réel € > 0.
En choisissant a = €2 > 0, nous appliquons l'inégalité de Markov & la variable

aléatoire :
Y = (X -E(X))?*>0.

11 vient

soit

E((X — E(X))®)

e2

P((X —E(X))* > <) <
En considérant 1'événement ((X — E(X))? > £2), nous avons
(X —E(X))?>¢) = (VX —EX))? > V&) = (IX —E(X)| > ¢).

Par ailleurs, nous savons que E ((X — E(X))?) = Var(X).
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev est ainsi acquise
Var(X)

Ve>0, PUX -E(X)|>e) <
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Exemple 19.12

Nous reprenons I'exemple précédent ou X — 5(100;0,5).
Puisque
Var(X) = 100 x 0,5 x 0,5 = 25,

nous en déduisons, en appliquant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que, pour

tout réel € > 0,
25

En particulier, pour € = 25, il vient

1
P(|X — > 25) < —.
(1 — 50| > 25) <

En considérant I’événement (| X — 50| > 25), nous avons
(|X —50] = 25) = (X — 50 < —25) U (X — 50 > 25) = (X < 25) U (X = 75).

Puisque (X < 25)N (X > 75) = @, il en résulte
P((X <25))+P(X >75) < 215,
ce qui implique
P(X > 75) < P((X €£25)) +P(X > 75) < 215
Ainsi nous observons, dans cet exemple, que l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

fournit une majoration de P(X > 75) plus précise que celle obtenue avec I'inégalité
de Markov dans ’exemple précédent.

Corollaire 19.18

Dans les conditions de la proposition précédente, nous posons o = o(X).
Pour tout réel t > 0, nous disposons de I'inégalité

1
P(X - E(X)| > to) < -

Démonstration

Soit un réel t > 0. En particulier pour ¢ = to, nous appliquons l'inégalité de
Bienaymeé-Tchebychev. Nous obtenons

P(X ~ E(X)| > t0) < 5.

c’est-a-dire ]
VtER], P(X —E(X)| >t0) < 5.
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Remarque

En particulier, pour ¢ = 2, nous obtenons

1
P(X —B(X)| >20) < 5,
ce qui signifie que la probabilité que les valeurs prises par X restent distantes de
E(X) de plus de 20 est majorée par 0,25.

19.4.2 Inégalité de concentration : loi des grands nombres

Proposition 19.19

Soient un entier n > 2 et X1,Xs,...,X,,, n variables aléatoires identiques, indépen-
dantes, de méme loi d’espérance p et d’écart-type o.
En posant S, = X; + Xo + -+ + X,,, nous avons

Ve >0, IP(

S, ' ) o?
— =yl ze) £ —.
n

Démonstration

Soit un réel € > 0. g
Nous appliquons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev & la variable aléatoire —. Il
n

vient

Puisque nous avons

> par linéarité,

> par indépendance,
S, 1 o?
Var <) = — Var (5,) = = X no’ = —,
n n n

I'inégalité attendue en résulte, c’est-a-dire :

2
Ve >0, P(Sn—,u‘>e)<a.

n
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Remarque

> Pour tout entier naturel n > 2, on pose souvent

M, est une variable aléatoire qui est la moyenne des variables aléatoires
X1, X9,...,X,.
L’énoncé de la loi des grands nombres devient

0.2

Ve>0, P(M,—pul>¢)<—.
ne

> La loi des grands nombres signifie que la probabilité que M, = Sn—” prennent
des valeurs distantes de p de plus de € est d’autant plus petite que € est grand.

> Nous pouvons exprimer la loi des grands nombres en considérant I’événement
contraire de ( |M,, — | = € ) ce qui donne, quel que soit le réel € > 0,

2

g
1—P(|M, —pu|l <e) < —,
(] pl <e) —

soit
o2
P(M, —pul<e)>21——.
(I pl<e)z1-

Corollaire 19.20 — Convergence en probabilité

Avec les données précédentes, pour tout réel € > 0, nous avons

lim P(|M, —u| >¢)=0.

n—-+00

Démonstration

Soit un réel € > 0 donné.
Puisque, pour tout entier n > 2, nous avons

o? . o?

— et lim — =0,
ne2 n—-+oo ng2

0<SP (M —pl>e) <
par encadrement, nous en concluons

lim P(|M, —p| =>¢)=0.

n—+00
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19.4.3 Loi des grands nombres et schéma de Bernoulli

Proposition 19.21

Soient un entier n > 2, un réel p € [0,1] et X;,Xs,...,X,, n variables aléatoires
identiques, indépendantes, de méme loi de Bernoulli b(p).

Sn
En posant S, = X; + Xo + -+ + X,, et M,, = —, pour tout réel ¢ > 0, nous avons
n

1_

P (IS, —np| =€) < il 2 2
9

p(1 —p)

P(|M, —pl>2>ec) < —=
(1Mu—pl > ) < 202

Démonstration

Puisque, pour tout entier i compris entre 1 et n, la variable X;, a valeurs dans {0,1},
est de Bernoulli, nous en déduisons que la variable S, qui compte le nombre de 1,
c’est-a-~dire le nombre de succes, suit une loi binomiale B(n,p).

> Il en résulte que
E(S,) =np et V(S,) =np(l—p).
En appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous obtenons

np(1 —p)_

Ve>0, P(IS,—npl > €) < =

> De plus, nous avons

E(M,) =E () =p et o®=p(l-p)
n
L’application, dans ce cas, de la loi des grands nombres donne

p(1—p)
ne?z

Ve>0, P(|M,—p|>¢) <

Exemple 19.13

Un dé équilibrée cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6 est lancé 120 fois
de suite. On désigne par Siog la variable aléatoire qui compte le nombre de fois ou
la face 1 ou la face 6 apparait.

Nous souhaitons déterminer un minorant de la probabilité P (35 < Si99 < 45).
Cette expérience aléatoire est la répétition indépendante 120 fois d’une méme

épreuve de Bernoulli dont le probabilité de succes est p = —. Il s’agit donc d'un

schéma de Bernoulli dans lequel la variable aléatoire Sio9 suit une loi binomiale

1
120,- ).
B( 0’3)

En appliquant la premiere inégalité de la proposition précédente, pour tout réel
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e > 0, nous obtenons :

¢

1 120 x + x 2
5120—120X3'28><337

soit
80

P (]S100 — 40| > ¢) < —,
(IS120 | > ¢) 322

ce qui équivaut a

80 80
1—P(’5120—40|<€)<@ <:>]P)(|5120—40|<5>>1—@
80
<:>P(40—8<5120<40+8)>1—372
£

En particulier pour £ = 6, nous obtenons

80

7
m, soit P(34 < 5120 < 46) = —.

P (34 46) > 1 —
(3 <8120< 6) 97

Puisque I’événement
(34 < 5120 < 46) = (35 < 3120 < 45),

nous en concluons
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Chapitre 20

Divisibilité dans Z
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Au primaire et au college, vous avez pratiqué la divisibilité par la résolution de nom-
breux exercices concrets. En Seconde, la divisibilité dans N a été abordée.

Dans ce chapitre nous proposons d’approfondir ces connaissances par un exposé de la
théorie de la divisibilité dans 1’ensemble des entiers relatifs.

C’est le fondement d’une branche des mathématiques qui est appelée 'arithmétique ou
la théorie des nombres. L’arithmétique est connue depuis I’ Antiquité notamment en Grece,
a travers les éléments d’Euclide (—300 ans avant notre ére) mais il faudra attendre le XVII®
siecle ou Pierre de Fermat (1601-1665), découvrant les écrits de Diophante (mathématicien
grec I1I° siecle), développa ardemment cette branche des mathématiques.

Apres lui, de nombreux mathématiciens comme par exemple, Gauss, Euler, et de nos
jours, André Weil et Andrew Wiles, ont contribué au développement de 'arithmétique.

Cette science connait actuellement un essor important di notamment a 1’étude de
la cryptographie (les codes secrets) et aux développements algorithmiques a ce sujet en
informatique.
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374 CHAPITRE 20. DIVISIBILITE DANS 7
20.1 Diviseurs d’un entier relatif

Exemple 20.1

Quiconque connaissant sa table de 6 sait que
42 =6 %7,
ce qui équivaut a
42 -6 =T1.
On dit alors indifféremment que :
— 6 divise 42,
— 6 est un diviseur de 42,

— 42 est un multiple de 6.

En désignant par Div(42) I'ensemble des diviseurs dans N de 42, nous avons
Div(42) = {1,2,3,6,7,14,21,42}.

Par extension, on a aussi

42 = (—3) x (—14).

On dit que —3 divise 42 clans dans Z.
Ainsi, I'ensemble des diviseurs de 42 dans Z est

Div(42) = {—42, — 21, — 14, — 7, — 6, — 3, — 2, — 1,1,2,3,6,7,14,21 ,42}.

20.1.1 Définitions

Définition 20.1 — Divisibilité dans Z

Soient a € Z et b € Z*. On dit que b divise a si et seulement si
dkeZ, a=0bxk.

Lorsque b divise a, on note b|a.
L’ensemble des diviseurs de a, noté Div(a) est défini par

Div(a) ={beZ" |bla} ={b€eZ" |a=bx k, k€ Z}.

Remarque

o Lorsque b divise a, on dit aussi que b est un diviseur de a, ou bien, a est un
multiple de b.

« Nous avons 0 = 0 x 0, ce qui signifie que 0|0, & ne pas confondre avec la forme
indéterminée « 0 ».

De plus, quel que soit b € Z*, b|0, car 0 = b x 0.
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Nous en concluons
Div(0) = Z.
En particulier dans N, nous avons Div(0) = N.
e Div(l) = {—1,1} et dans N, Div(1) = {1}.
o Par contre, aucun entier relatif non nul est divisible par 0.

En effet, s'il existe un entier relatif a # 0 tel que 0|a, alors il existe k € Z tel
que a =0 x k=0, ce qui est contradictoire avec al0.

Exemple 20.2

Nous déterminons I’ensemble des entiers relatifs n tels que 2n + 5 divise 7.
Puisque Div(7) = {—7 — 1,1,7}, nous en déduisons

2n+5=-T)V(E2n+5=-1)V(@2n+5=1)V(2n+5=7),

ce qui donne
ne€{-6,—3,—2]1}.

Réciproquement, nous vérifions que si n € {—6, — 3, — 2,1}, alors 2n + 5|7.
Nous en concluons que ’ensemble des entiers relatifs n tels que 2n + 5 divise 7 est

{—6,—3,2,1}.

20.1.2 Propriétés de la relation divise |

Proposition 20.1

Quel que soit a € Z, Div(a) = Div(|al).

Démonstration

Si a = 0, 'égalité proposée est vérifiée.
Nous supposons que a € Z* et nous procédons par double inclusion.
Si b € Div(a), alors il existe k € Z tel que a = bk.
Par disjonction, nous distinguons deux cas.
1°" cas : a > 0.
Dans ce cas, il vient
|a| = bk,
ce qui implique que b divise |a| donc b € Div(|a|).
2¢ cas :a <0.
Dans ce cas, nous avons

la| = —a = b(—k), avec —k € Z,

ce qui implique que b € Div(|a|).
Ainsi, nous avons établi 'implication

b € Div(a) = b € Div(la|), soit Div(a) C Div(|al)
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Réciproquement, si b € Div(|al), alors il existe k € Z tel que |a| = bk.

En utilisant la méme disjonction que précédemment, nous justifions de méme
que b|a et par conséquent, nous avons b € Div(a), ce qui justifie

Div(|a|]) C Div(a).
Nous en concluons par double inclusion que, pour tout a € Z*,

Div(a) = Div(|a]).

Remarque

Cette proposition permet, dans la recherche des diviseurs d’un entier relatif a, de
restreindre la détermination de Div(a) a Div(|a|), avec |a| € N.

Algorithme Etant donné un entier naturel n, nous proposons de déterminer ses divi-
seurs positifs avec un algorithme qui teste sa divisibilité par tous les entiers compris entre
1 et n.

C’est un peu brutal car nous ne tenons pas compte des criteres de divisibilité mais
c’est adapté a un traitement informatique.

def diviseurs(n)
L=[]
for k in range(l,n+1)
if n/k==0 :
L.append (k)
return L

Par exemple, nous obtenons :

>>> diviseurs(2025)
[1, 3, 5, 9, 15, 25, 27, 45, 75, 81, 225, 405, 675, 2025].

>>> diviseurs(524287)
[1, 524287],

ce qui signifie que ce nombre est premier.
Dans cette implémentation en Python, nous précisons que n%k == 0 traduit que k
divise n puisque cette instruction signifie que le reste de la division de n par k est nul.

Proposition 20.2

La relation « divise » est une relation d’ordre dans Z (cf. 4.3), c’est-a-dire qu’elle
est réflexive, antisymétrique et transitive.

Démonstration
o Réflexivité.
Soit a € Z. Nous avons a = a X 1, donc ala.
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o Antisymétrie.
Soient a € Z* et b € Z* tels que a|b et bla.
Il existe k et k' entiers relatifs tels que b = ak et a = bk'.
Nous en déduisons que a = (ak)k’ = a(kk’). Puisque a # 0, il vient kk' = 1.
Or nous savons que k et k' sont des entiers relatifs. Il en résulte que k = k' =1
ou k = k' = —1, ce qui justifie

a=b ou a= -b.

o Transitivité.
Soient a € Z* et b € Z* et ¢ € Z tels que a|b et blc.
Il existe k et k' entiers relatifs tels que b = ak et ¢ = bk’.
Nous en déduisons que ¢ = (ak)k’ = a(kk'), avec kk' € Z.

Nous avons ainsi prouvé que alc.

Remarque

o La relation | est une relation d’ordre partiel car deux entiers relatifs ne sont
pas toujours comparables pour |, par opposition a la relation < qui est d’ordre
total dans Z.

Un contre-exemple est obtenu en prenant a= -7 et b = 10.

o Restreinte a N*, I'antisymétrie devient
albAbla = a=0.

« Pour tout a € Z, 1|a, —1|a, ala et —ala.
En effet nous avons :
a=1xa=(-1) x (—a).

Nous en déduisons : {—1,1, — a,a} C Div(a).

Proposition 20.3 — Lien entre | et <

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

bla = [b] <al.

Démonstration

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
Si b|a, alors il existe ¢ € Z* tel que a = bg. Puisque g € Z*, nous avons |q| > 1.
Il en résulte

10llg| = o],

soit

|bg| > [b].
Nous en concluons

0] < |al.
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Remarque

o Lorsque b = 0, la proposition est fausse.
» Restreinte a N*, cette proposition devient : bla = b < a.

o Laréciproque est évidemment fausse. Un contre-exemple est a = 12 et b = —7.
En effet nous avons —7 < 12 mais —7 ne divise pas 12.

Proposition 20.4 — Divisibilité et combinaison linéaire

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs avec ¢ # 0.
Si c|a et c|b, alors, quels que soient les entiers relatifs « et f3,

claa + Bb.

En particulier, nous avons : c|la + b et c|a — b.

Démonstration

Soient a € Z, b € Z et ¢ € Z* tels que c|a et c|b.
Il existe k € Z et k' € Z tels que a = ck et b = ck’.
Etant donnés deux entiers relatifs « et [, nous obtenons

aa+ b= (ck) x aa+ (ck') x B =clax k+ 8 x k).
Puisque ak + Bk’ € 7Z, nous en concluons
claa + Bb.

En particulier, lorsque o« = = 1, nous avons c|a + b.
En particulier, lorsque a = 1 et = —1, nous avons c|a — b.

Remarque

Comme souvent en arithmétique, la réciproque de cette proposition est fausse.
Le contre-exemple qui suit le justifie. 5|4 4+ 6 mais 5 ne divise ni 4, ni 6.

Exemple 20.3

Pour illustrer une utilisation de cette proposition, nous considérons deux entiers
relatifs a = 6n+ 5 et b =Tn + 6, avec n € Z.

Nous souhaitons déterminer dans Z I’ensemble des diviseurs communs a a et b.

Si d est un diviseur commun a a et b, alors

dla et db.

En observant que
6b — Ta =6(7Tn +6) —7(6n +5) =1,

nous en déduisons, par combinaison linéaire,

d|6b — Ta, c’est-a-dire d|1
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ce qui induit
d=-1 ou d=1.

Il en résulte que
Div(a) N Div(b) C {—1,1}.

Puisque 'inclusion réciproque est toujours vraie, nous en concluons
Div(a) N Div(b) = {—1,1}.

Dans ce cas, on dit que a et b sont premiers entre eux.

Proposition 20.5

Soient a € Z*, b € Z et c € Z.
Si alb, alors albc et ac|be.

Démonstration

Soient a € Z*, b € Z et c € Z.
Nous supposons que alb.

Il existe g € Z tel que b = agq.
Nous en déduisons

be = (aq)c = a(qc) = g(ac), avec qc € Z,

ce qui prouve que albc et ac|be.

Remarque

o La réciproque de (alb = albc) est fausse, ce qui est justifié par le contre
exemple qui suit.
Pour a =6, b =4 et ¢ =9, nous avons 6|4 x 9 mais 6 ne divise ni 4, ni 9.

» Lorsque ¢ € Z*, la réciproque de (alb = ac|bc) est vraie.

20.2 Division euclidienne dans 7

Exemple 20.4

« A Décole primaire, effectuer la division de 58 par 7 donne un quotient égal &
8 et un reste égal a 2, ce qui signifie

58 =7 x84+2, avec2<T.

e De la méme fagon diviser 99 par 11 donne un quotient égal a 9 et un reste
égal a 0, c’est a dire

9 =11 x9+0, avecO <1l
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o Par extension a Z, nous avons
—58=T7Tx(=8)—2=7x(=9)+5, avech <7,

ce qui signifie que la division de —58 par 7 restitue un quotient égal a —9 et
un reste égal a 5.

20.2.1 Division euclidienne dans N

Préalablement, nous rappelons I'axiome du plus petit élément (proposition 6.2).

Proposition 20.6 — Axiome du plus petit élément

Toute partie B non vide de N admet un plus petit élément p, ce qui signifie

dpeN,Vbe B, (b=p)A(pe€ B).

Lemme 20.7 — Lemme d’Archimeéde

Quels que soient les entiers naturels x et y, avec x # 0, il existe un entier naturel n
tel que
nr > .

Démonstration

Soient x € N* et y € N.
D’une part nous avons x > 1, ce qui implique

Ty 2 Y.
D’autre part, I'inégalité y + 1 > y implique
z(y+1) > xy.
Ainsi nous obtenons la double inégalité
y<wzy<z(y+1),
ce qui induit, en posant n =y + 1,

nr > .

Remarque

+ Ce résultat est encore vrai lorsque (z,y) € R% x Ri. On dit que R est archi-
médien.

e Ce lemme est faux si z est nul.
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Proposition 20.8

Quels que soient a € N et b € N*| il existe un couple unique d’entiers naturels (gq,r)
satisfaisant a
a=bg+r, avecO<r<b.

Démonstration

» Existence du couple (¢,r).

Etant donnés a € N et b € N*, nous considérons le sous-ensemble E de N
défini par
E={neN]|bn >a}.

— Le lemme d’Archimede assure que E # &.

En appliquant ’axiome du « plus petit élément », nous affirmons que F,
qui est une partie non vide de N, admet un plus petit élément ¢'.

Nous observons tout d’abord que ¢’ > 1.

En effet, si ¢ = 0, alors on aurait, puisque ¢’ € E,
bx0>a,

ce qui contredit a € N.
Ainsi, en posant ¢ = ¢’ — 1, nous avons

geN et ¢g<d.
— Puisque ¢ est le plus petit élément de £, nous en déduisons d’une part
q ¢ E, cest-a-dire bq < a,

et d’autre part
q € E.cest-a-dire bqg' > a,

soit
b(g+1) > a.

— De ces deux inégalités, il résulte que
bg <a<blg+1),
ce qui implique
bg—bg < a—0bg<blg+1)—0bg, soit0<a—>bg<b.
En posant » = a — bq, nous obtenons

a=>bqg+r, avec(<r<hb.

e Unicité du couple (g,r).
Nous supposons qu'il existe deux couples distincts d’entiers naturels (g,r) et
(¢',r") tels que
a=>bqg+r, avec(<r <D,
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a=">b¢ +7r', avec0 <1 <b.
Nous en déduisons
bg+r=0¢+1", cest-a-dire b(q—¢')=1r"—r.

Or, 0 <7 < b implique —b < —r < 0.

Des deux encadrements,
0<r <b et —b<—1r 0,
par addition membres a membres, nous déduisons
—b<r' —r<b, soit —b<blq—q)<b.
En divisant les trois membres cette double inégalité par b > 0, il vient
-1<q¢—-qg<1.

Il en résulte
¢ —qeZn —1]1]

ce qui implique
¢ —q=0, soitq =q.

L’unicité du quotient g est ainsi acquise.
En reportant dans I’égalité b(q — ¢') = r’ — r, nous obtenons

r'—r=0, soitr’ =r.

L’unicité du reste est ainsi prouvée.

Remarque

e Sia < b, alors nous avons
a=bx04+a, avec(0<a<b.

Nous en concluons dans ce cas que la division euclidienne de a par b restitue
un quotient ¢ = 0 et un reste r = a.

e Sia =0, alors nous avons
a=ax1+4+0,
c’est-a-dire a divise a.
Nous en concluons dans ce cas que la division euclidienne de a par a restitue
un quotient ¢ = 1 et un reste » = 0.

» La double inégalité 0 < r < b signifie également

re{0,1,2,....b—1}, clest-a-direr € [0,b—1].
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Exemple 20.5

Soit n un entier naturel.

La division euclidienne de n par 2 restitue par disjonction deux restes qui sont r = 0
our=1.

Ainsi il existe ¢ € N tel que

n = 2q (entier pair) ou n = 2¢ + 1 (entier impair).

Cela signifie que la division euclidienne d’un entier naturel par 2 induit une partition
de N qui est constituée par I'union disjointe de ’ensemble des entiers naturels pairs
avec I’ensemble des entiers naturels impairs.

Exemple 20.6

Effectuer la division euclidienne de n par 3 restitue par disjonction trois restes :
r=0our=1our=2.

Ainsi il est possible de définir une partition de N constituée de trois sous-ensembles
disjoints deux a deux qui sont

{3¢|qeN} ou {3¢+1|gqeN} ou {3¢g+2]|qeN}.

Remarque

Plus généralement, lors de la division euclidienne d’un entier naturel n par un entier
naturel b non nul, nous définissons une partition de N en b sous-ensembles disjoints
deux a deux, qui sont classifiés selon leur reste dans cette division par b.

Nous emploierons souvent cette remarque dans les exercices qui utilisent la division
euclidienne. L’exemple qui suit en est une illustration.

Exemple 20.7

Nous montrons, quel que soit ’entier naturel n, que 'entier
u, =n(n+1)2n+1)

est divisible par 3, puis par 6.

o En effectuant la division euclidienne de n par 3, nous distinguons par disjonc-
tion trois cas selon que le reste est égal a 0 ou 1 ou 2.

1°* cas : r = 0, c’est-a-dire n = 3¢, avec ¢ € N.
Il vient

Up, = Uz = 3¢(3¢+1)(6¢ + 1) = 3k, avec k =¢q(3¢+1)(6g+1) €N,

ce qui justifie que 3|us,.
2¢ cas : r =1, c’est-a-dire n = 3¢ + 1, avec ¢ € N.
Il vient

Up = Usgr1 = (3¢ +1)(3¢ +2)(6¢g+3) =3(3g+1)(3¢+2)(2¢ + 1) = 3K/,

avec k' = (3¢ +1)(3¢ + 2)(2¢ + 1) € N, ce qui justifie que 3|ugy+1.
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3¢ cas : r = 2, c’est-a-dire n = 3¢ + 2, avec ¢ € N.

Il vient
Up = Ugg2 = (3¢ +2)(3q + 3)(6¢ +5) = 3(3¢ + 2)(¢ + 1)(6¢ + 5) = 3k,

avec k" = (3¢ +2)(¢+ 1)(6¢ + 5) € N, ce qui justifie que 3|ugg+2
Nous en concluons que, pour tout entier naturel n, 3|u,.

De plus, les entiers n et n + 1 sont consécutifs, par suite 'un des deux est
pair, ce qui justifie que u,, est divisible par 2.
Par conséquent il existe deux entiers naturels a et b tels que

u, =3a et wu, =2b.

En observant que
Uy = Uy — 2Unp,

nous obtenons
Up =3 x2b—2x3a=6(b—a), avechb—a € Z,

ce qui prouve que, pour tout entier naturel n, 6|u,.

Algorithme Nous disposons en Python des procédures suivantes :

e a%b qui restitue le reste de la division euclidienne de a par b.

e a//b qui restitue le quotient de la division euclidienne de a par b.

Ceci permet de proposer la fonction Python

def divisioneucli(a,b)

q=a//b
r=alb
return(q,r)

Par exemple, nous obtenons

>>> divisioneucli(2022,53)
(38, 8).

20.2.2 Division d’un entier relatif par un entier naturel non nul

Exemple 20.8

Nous avons vu en introduction la division euclidienne de —58 par 7 déduite de celle
de 58 par 7.

Nous donnons un autre exemple pour aider a la compréhension de la preuve qui

suit.

Nous souhaitons effectuer la division euclidienne de —37 par 11.
En effectuant la division de 37 par 11, nous obtenons

37=11x34+4, avec4d < 11,
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ce qui donne
—37=11x (-3) — 4.

Puisque —4 < 0, pour restituer un reste r satisfaisant a 0 < r < 11, nous procédons
de la facon suivante

37 =11x (=3) = 11411 —4 =11 x (—4) + 7.

Ainsi la division euclidienne de —37 par 11 restitue un quotient égal & —4, un reste
égal a 7, avec 0 < 7 < 11.

Proposition 20.9

Quels que soient a € Z et b € N*| il existe un couple unique d’entiers relatifs (gq,r)
satisfaisant a
a=>bqg+r, avec(<r <hb.

Démonstration

Soient a € Z et b € N*.
Nous distinguons par disjonction deux cas, selon que a > 0 ou a < 0.
1°* cas : a > 0, c’est-a-dire a € N.
Nous sommes dans le cas de la proposition précédente 20.8. Le résultat est ainsi
démontré.
2¢ cas : a < 0, c’est-a-dire a € Z* .
« Existence du couple (¢,r).
En effectuant la division euclidienne de —a € N* par ’entier naturel b non
nul, nous savons qu'’il existe un unique couple (¢’,r’) € N? tel que

—a=0b¢ +71', avec 0 <1’ <b.

Nous distinguons a nouveau par disjonction deux sous-cas.

— Si 7’ =0, alors nous avons
a=b(—(),
ce qui donne, en posant ¢ = —¢/,
a =bq, avecqée€Z.

Nous avons ainsi justifié que le couple (¢,0) convient.
— Sir’ > 0, alors il vient

a=0b(—q¢)—1", avec —b< —1r' <.
Nous en déduisons
a=b(—¢)—b+b—1"=b(—¢d —-1)+b—1r".
En posant ¢ = —¢' — 1 et r = b — r/, nous obtenons d’une part,
a=bq+r

et d’autre part,
0<b—1r"<b, soit0<r<b.
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L’étude de ces deux sous-cas établit, lorsque a < 0, 'existence d’un couple
(q,r) d’entiers relatifs satisfaisant a
a=>bqg+r, avec(<r <hb.

e Unicité de r et q.

C’est la méme preuve que dans le cas ou a est un entier naturel.

Exemple 20.9

Nous prouvons que tout entier relatif n qui n’est pas divisible par 3 a un carré qui
donne 1 pour reste dans sa division euclidienne par 3.

En effet, un entier relatif n non divisible par 3 restitue comme reste r =1 our = 2
dans sa division par 3, ce qui donne

n=3q+r, avecqe Zetr=1our =2.

Nous en déduisons
n? = (3¢ +1)* = 9¢* + 6qr +r?

— Si r =1, alors nous avons
n? =9¢*> +6q +1=3(3¢>+2q) + 1,
ce qui donne, en posant k = 3¢*> +2q € Z,
n® =3k + 1.
— Si r = 2, alors nous avons
n?*=9¢"+12¢+4=9¢" +12¢+3+1=3(3¢* +4q + 1) + 1,
ce qui donne, en posant k' = 3¢*> +4q +1 € Z,
n? =3k + 1.

Nous en concluons que si n est non divisible par 3, alors la division euclidienne
de n? par 3 restitue un reste égal a 1.

20.2.3 Division d’un entier relatif par un entier relatif non nul

Proposition 20.10

Quels que soient a € Z et b € Z*, il existe un couple unique d’entiers relatifs (q,r)
satisfaisant a
a=bqg+r, avecO<r <]|bl.
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Démonstration

Soient a € Z et b € Z*.

Par disjonction, nous distinguons deux cas selon que b > 0 ou b < 0.
1°r cas : b > 0, c’est-a-dire b € N*.

Nous pouvons appliquer la proposition précédente puisque dans ce cas

1b] = b.

2¢ cas : b < 0.
Puisque —b € N*, la division euclidienne de a par —b assure l'existence d'un entier
relatif ¢ et d’un entier relatif r tels que

a=(=b)d +r=0b(—¢)+r, avec0<r< —b.

Puisque b < 0, nous avons |b| = —b.
De plus, en posant ¢ = —¢’, nous obtenons

a=bg+r, avecq€ Zet0<r<|bl.

L’existence du couple (q,r) € 72 est ainsi acquise et son unicité se prouve comme
précédemment.

Exemple 20.10

Nous divisons —202 par —13.
Nous commencons par effectuer la division euclidienne de 202 par 13, ce qui donne

202=13x 1547, avec 7 < 13.
Nous en déduisons
—202=(—-13)x15—-7=(—-13) x 15— 13+ 13 -7 = (—13) x 16 + 6.

Puisque 6 < |—13], nons en concluons que la division euclidienne de —202 par —13
restitue un quotient ¢ = 16 et un reste r = 6.

Remarque

La double inégalité 0 < r < |b| signifie également

re€{0,1,2,...,]b| — 1}, c’est-a-dire r € [0,|b] — 1].

Exemple 20.11

Tout entier relatif a, dans la division euclidienne par —4, peut s’écrire par disjonction
(a=-4¢)V(a=—-4¢+1)V(a=—49+2)V (a=—49g+3), avecq € Z,

ce qui définit une partition de Z.
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La notion de congruence met en relation deux entiers et propose de raisonner, non pas
sur ces deux nombres, mais sur leurs restes dans la division euclidienne de ces derniers
par un entier fixé appelé modulo.

Ce concept introduit un nouveau langage arithmétique qui permet d’aborder notam-
ment la divisibilité par un modulo de nombres tres grands. C’est cette idée qui est large-
ment développée en cryptographie.

Bien que connue depuis le V¢ siecle en Inde et le XIII® siecle en Chine, cette notion
fut pour la premiere fois étudiée rigoureusement par le mathématicien allemand Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).

Nous lui devons notamment la structuration algébrique de la congruence, ce qui signi-
fie, avec un modulo donné, de pouvoir additionner, multiplier et par conséquent d’expo-
nentialiser.

La congruence est aujourd’hui couramment utilisée en théorie des nombres. Elle re-
présente le fondement d’une branche des mathématiques appelée arithmétique modulaire.

389



390 CHAPITRE 21. CONGRUENCES DANS 7Z

21.1 Définition — Caractérisation

21.1.1 Définition — Notations

Définition 21.1

Soient n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.

On dit que a et b sont congrus modulo n si, et seulement si, a et b ont le méme reste
dans la division euclidienne par n.

Lorsque a et b sont congrus modulo n, nous notons indifféremment

a=b modn ou a=b][n|

Remarque

L’égalité modulo n est aussi appelée relation de congruence modulo n dans 1’en-
semble des entiers relatifs.

Exemple 21.1

Nous proposons comme 1° exemple une application issue de la vie courante puis-
qu’il s’agit du n° INSEE ou n° de sécurité sociale. Ce numéro est composé de treize
chiffres et d’une clef de vérification constituée de deux chiffres.

Par exemple nous considérons le numéro suivant

2 62 02 19 223 078 89,

ce qui signifie qu’il s’agit d’une personne du sexe féminin (2) qui est née en 1962 (62),
au mois de février (02), dans le département de la Correze (19), dans une commune
dont le code est 223, le numéro de I'acte de naissance qui lui a été attribué est 078,
89 étant la clef de vérification.

En considérant le reste r de la division euclidienne de N = 2620219223078 par 97,
cette clef est déterminée par I'égalité

clef =97 —r.

Dans le langage des congruences, nous avons

N =r[97]

En modifiant I'algorithme donnée au paragraphe 20.2.1, nous obtenons

1 def clefinsee(N):
r=N7,97
clef=97-r
return(clef)

[

w

™

>>> clefinsee(2620219223078)
89



21.1. DEFINITION — CARACTERISATION 391

Proposition 21.1 — Caractérisation d’une congruence

Soient n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes

(1) a=0b[n]
(5) n|la—2>

Démonstration

Soient n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.

(1) = (i)

Si a = b [n], alors a et b ont le méme reste r dans la division euclidienne par n.
Par suite, il existe deux entiers relatifs ¢ et ¢’ tels que

a=ng+r et b=ng +r,
avec r € [0,n — 1].
Par soustraction membres a membres de ces deux égalités, il vient
a—b=n(q—¢),avec ¢—q € Z,

ce qui prouve que n | a — b.

(i) = (4)

Si a — b est divisible par n, alors il existe k € Z tel que

a—b=nk, cest-a-dire a =nk + b.
Effectuons la division euclidienne de b par n.
Il existe g € Z et r € N tels que
b=nqg+r, avecr € [0n—1].

Nous en déduisons
a=nk+nqg+r=n(k+q)+r, avecr e [0n—1].

Puisque k + q € Z, r est le reste de la division euclidienne de a par n.
Ainsi les entiers a et b ont le méme reste r dans la division euclidienne par n.
Nous en concluons que a = b [n].

Exemple 21.2

> —1=1[2] car =1 — 1 = —2 est divisible par 2.
> 3 =0 [3] car 3 — 0 = 3 est divisible par 3.

> 73 =52 [7] car 73 — 52 = 21 est divisible par 7.
> Quel que soit Uentier relatif n, (2n — 1) =1 [4].
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En effet, pour tout entier relatif n, nous avons

2n—12-1=2n—-1-1)2n—1+1) =4n(n — 1) = 4q,

avec ¢ =n(n — 1) € Z, ce qui établit que
4| (2n —1)* =1, c’est-a-dire (2n — 1)* =1 [4].

Nous pouvons aussi observer que n — 1 et n sont deux entiers consécutifs donc
I'un des deux est pair, ce qui justifie que

8| (2n —1)* — 1, clest-a-dire (2n — 1)* =1 [8)].

> Quels que soient les entiers relatifs a et b,

(a+b)° =a® +b° [3]

En effet, pour tous les entiers relatifs a et b, nous avons

(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b

ce qui implique

(a+b)* — (a® +b*) = 3ab(a + b) = 3¢,
avec ¢ = ab(a + b) € Z, ce qui prouve que 3 divise (a + b)* — (a® + b%).

Nous en concluons

(a+b)® =a® +b° [3]

Proposition 21.2 — Lien avec la division euclidienne

Soient n € N*, a un entier relatif et » un entier naturel.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes.

(i) a=r[n]etre]0n—1],

(73) r est le reste de la division euclidienne de a par n.

Démonstration

(1) = (i)

Sia=r[n]etrel[0n—1],alors il existe ¢ € Z tel que :

a— 1 = ng, soit a =nq +,

ce qui justifie que r est le reste de la division euclidienne de a par n.
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(1) = (i)

Si r est le reste de la division euclidienne de a par n, alors

a=nqg+r,avec ¢ € Zetr e [0n—1],

ce qui établit
a—r=ng,

¢’est-a-dire
a=rin|] et rel[0n—1].
Exemple 21.3

La division euclidienne de 2022 par 19 restitue un reste égal a 8 car 2022 = 19 x
106 4 8, donc

2022 = 8 [19].

Remarque

 Sans la condition r € [0,n — 1], 'implication (i) = (ii) est fausse.
En effet, 52 = 45 [7] et 45 n’est pourtant pas le reste de la division euclidienne
de 52 par 7.
o La division euclidienne de tout entier relatif a par n € N*, induit par disjonc-
tion
a=0[nVa=1[n]Va=2[nV...Va=n—1[n],

ce qui définit une partition de Z.

Proposition 21.3 — Lien avec la divisibilité

| r

Soient n € N* et a un entier relatif. Nous disposons de 1’équivalence

nla < a=0[nl.

Démonstration

C’est immédiat car
nla <= nla—0 <= a =0[n].

Remarque — Cas particuliers et extensions

o (Cas particulier : n = 0.
Quels que soient les entiers relatifs a et b, nous avons :

a=bl0] < a—-b=¢x0=0 <= a=0b.

Par conséquent, la congruence modulo 0 est 1’égalité usuelle dans Z.
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o (Cas particulier : n = 1.
Quels que soient les entiers relatifs a et b, nous avons
a=b[l] < a—-b=gx1=gq,avecq€Z

ce qui signifie

a=0b[l] < a-beZ.

o Congruences dans R.

Un réel w étant donné, par extension, deux réels x et y sont congrus modulo
w, noté x =y [w], si et seulement si

JdkeZ, z—y=kw.

Lorsque w = 2w, on retrouve la congruence modulo 27 de la trigonométrie.

¢ Classes modulo n.

L’entier naturel r étant le reste de la division de a € Z par n € N*, on appelle
classe de r modulo n, le sous-ensemble de Z, noté 7, défini par

r={x€Z|z=rh|l}={cecZ|zx=r+kn, keZ}.
En désignant par Z, ’ensemble des classes modulo n, nous obtenons
Zp={012,--- n—1}.
> Par exemple, modulo 2, il existe deux classes,

0={zeZ]|z=0[2]}, cest I'ensemble des entiers pairs.

T1={zcZ|z=1][2]}, cest ensemble des entiers impairs.

21.2 Propriétés algébriques d’une congruence

21.2.1 Une relation d’équivalence

Proposition 21.4

Soient n € N*, a, b et ¢ trois entiers relatifs.
La relation congru modulo n est une relation d’équivalence, ce qui signifie

— a = a [n] (réflexivité),
— a=b[n] = b= aln] (symétrie),
— a=bn]Ab=c[n] = a = c[n] (transitivité).
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Démonstration
—
Soit a € Z. Nous avons : a —a = 0 =0 X n, ce qui justifie

a=an].

 [Symtne

Soient a et b deux entiers relatifs. Si a = b [n], alors il existe g € Z tel que
a —b=ng,
ce qui implique
b—a=n(—q)=nqg, avecq =—qé€L,

ce qui prouve

— | Transitivité

Soient a,b et ¢ trois entiers relatifs. Si a = b [n] et b = ¢ [n], alors il existe
deux entiers relatifs g et ¢’ tels que

a—b=ng e b—c=ng,
ce qui implique, par addition membres & membres,
a—c=n(q+q¢)=nqd", avecqd' =q+q €Z.

Nous en concluons

Remarque

— La réciproque de la propriété de symétrie est vraie.
— La réciproque de la propriété de transitivité est fausse.

En effet, nous avons 52 = 12 [10] mais 52 n’est pas congru & 7 modulo 10 et
7 n’est pas congru a 12 modulo 10.
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21.2.2 Compatibilité de I’addition avec une congruence

Proposition 21.5

Soient n € N*, a, b, c et d quatre entiers relatifs.
L’addition dans Z est compatible avec la congruence modulo n, ce qui signifie

a=cn|ANb=d[n] = a+b=c+d|[n]

Démonstration

Sia=c[n]etb=d [n], alors
nla—c et n|b—d,
ce qui implique, par addition
n|(a—c)+ (b—d), cest-a-diren | (a+b)— (c+d).

Nous en concluons
a+b=c+d|[n].

Remarque

La réciproque de cette proposition est fausse. En effet :
23=31[5], soit 20+3=2+1 [5],

mais ni 20 est congru a 2, ni 3 est congru a 1, modulo 5.

Exemple 21.4 — Addition modulo 2

Nous avons

ce qui induit
0+40=01[2,140=1[2,0+1=1]2].

Par contre I’addition 1 + 1 n’est pas sans surprise car
1+1=2[2],

mais 2 = 0 [2], donc par transitivité du modulo 2, il vient
1+1=0/2].

Ceci nous amene a définir la table d’addition de Z, :
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Nous pouvons de la méme fagon définir la table d’addition de Zs,

+10]1|2
00|12
1/1121]0
212101

Proposition 21.6 — Simplification

Soient n € N*, a, b et ¢ trois entiers relatifs. Nous disposons de 1’équivalence

at+c=b+cn] < a=b]in|.

Démonstration
Nous avons les équivalences suivantes :
at+c=b+c[n] < (a+c¢c)—(b+c¢) =0 [n]

< a—b=0[n]
< a=b|n]

Proposition 21.7 — Compatibilité avec la soustraction

Soient n € N* a, b, ¢ et d quatre entiers relatifs. La soustraction dans Z est
compatible avec la congruence modulo n, ce qui signifie

a=cnjAb=d[n] = a—-b=c—d|[n]

Démonstration

Sia=c[n]etb=d [n], alors
nla—c et n|b—d,
ce qui implique, par soustraction
n|(a—c)—(b—d), cest-a-diren | (a—">b)— (c—d).

Nous en concluons

a—b=c—d|[n].

Proposition 21.8 — Simplification

Soient n € N*, a, b et ¢ trois entiers relatifs. Nous disposons de 1’équivalence :

a—c=b—cn] < a="b|[n]
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Démonstration

Nous avons les équivalences suivantes :

a—c=b—c|n] <= (a—c)—(b—c) =0 [n]
< a—b=0[n]
< a=b[n]

Exemple 21.5 — Une équation du 1°* degré, modulo 8

Il s’agit de résoudre dans Z, I’équation
r+5=318].
En utilisant la derniere proposition de simplification, il vient

r+5=3[8 < 2+5-5=3-5¢]
— r=-2[8].

Puisque —2 = 6 [8], par transitivité du modulo 8, nous en déduisons

Réciproquement, si z = 6 [8], alors il vient
r+5=1118],
ce qui implique, puisque 11 = 3 [8],
r+5=3 (8.
En désignant par S ’ensemble des solutions de cette équation, nous en concluons
S={re€Z|z=68}={rcZ|x=6+8k, keZ}

Nous observons que cette équation du 1° degré, modulo 8, admet une infinité de
solutions qui est strictement incluse dans Z.

21.2.3 Compatibilité de la multiplication avec une congruence

Proposition 21.9

Soient n € N*, a, b, ¢ et d quatre entiers relatifs. La multiplication dans Z est
compatible avec la congruence modulo n, ce qui signifie

a=cnANb=d[n] = axb=cxd]|n].
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Démonstration

Sia=c[n]etb=d [n], alors
n divise a — ¢ et n divise b — d,
ce qui implique, par combinaison linéaire,

n|bla—c)+c(b—d), cest-a-diren |ab— cd.

Nous en concluons

ab = cd [n].

Remarque

La réciproque de cette proposition est fausse. En effet, 30 = 0 [15], soit 6 x5 = 0 [15],
mais ni 6, ni 5 ne sont congrus a 0 modulo 15.

Exemple 21.6

+ Nous avons
2x4=818].

Puisque 8 = 0 [8], nous en déduisons
2% 4=0]8].

Ainsi, modulo 8, le produit de deux entiers non nuls peut étre nul. Dans la
multiplication modulo 8, on dit que 2 et 4 sont des diviseurs de 0 .

o Plus généralement, la table de valeurs qui suit,

T

0|1]2[3[4|5]|6][7] (modS8)
20=10/2/4(6|0[2|4|6]| (mod3)

justifie que modulo 8, I’entier 4 est la seule solution non nulle de 1’équation
2¢ =0 [8].

e Sixz=2[5 alors 3z = 6 [5]. Puisque 6 = 1 [5], nous en déduisons 3z =1 [5].
Dans ce cas, on dit que 3 a pour inverse 2 modulo 5.

Corollaire 21.10

Soient n € N*, a, b et ¢ trois entiers relatifs. Nous avons

a=bln] = axc=bxcln].
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Démonstration

Nous appliquons la proposition précédente, en supposant

ce qui implique
axc=bxc|n].

Remarque

o La réciproque de ce corollaire est fausse. En effet :
27 = 24 [3], c'est-a-dire 3 x 9 =3 x 8 [3],

cependant 9 n’est pas congrus a 8 modulo 3 .

o La remarque précédente indique qu’on ne peut pas diviser par un entier relatif
non nul les deux membres d’une congruence.
Ainsi, nous donnons dans les exemples qui suivent une méthode pour résoudre
des équations de la forme ax = b [n| qui repose sur des tableaux de valeurs
des restes modulo n.
Dans le chapitre 22, nous proposerons une méthode générale pour résoudre
cette équation sous certaines conditions.

Exemple 21.7

Nous résolvons dans Z l'équation bz =1 [3].
Modulo 3, par disjonction, nous obtenons ci-dessous le tableau des valeurs de bz,
lorsque x est un reste de la division euclidienne par 3.

x=[0|1]2] (mod3)
5e=[0]2]|1] (mod3)

I en résulte
br=1[3] < z=2[3].

Nous en concluons que I’ensemble des solutions de cette équation est

S={xeZ|xz=2[3]}={2+3k|keZ}.

Exemple 21.8

Nous résolvons dans Z 1’équation 10z + 2 = 3 [5].
Modulo 5, par disjonction, nous obtenons le tableau des valeurs de 10z + 2, lorsque
x est un reste de la division euclidienne par 5.

x 0|1]2|3]4] (modb)
0x+2=[22]2]2|2] (modb)

Il résulte de ce tableau que, pour tout entier relatif x, 'entier 10x + 2 n’est jamais
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congru a 3 modulo 5.
Nous en concluons que cette équation n’a pas de solution.

Exemple 21.9

Selon le contexte, un tableau de valeurs n’est pas I'unique méthode a employer.
Ainsi, pour justifier I'implication

n=3[7 = 7|3n+5,

nous donnons deux autres méthodes.

> Méthode 1.
Si n = 3 [7], alors nous en déduisons successivement

3n =9 7]
3n+5=14[7]

Or, 14 = 0 [7], ce qui donne par transitivité du modulo 7 ,
3n+5=017].

Nous en concluons que 7 divise 3n + 5.

> Méthode 2.

Sin = 3 [7], alors 7 divise n—3. De plus 7 divise 14 . Par combinaison linéaire,
nous en déduisons

713(n—3)+ 14, c’est-a-dire 7 divise 3n + 5.

> Par contre, pour étudier la réciproque, nous n’avons a disposition pour
Iinstant que la méthode du tableau des valeurs de 3n + 5 modulo 7.

21.2.4 Exposants et congruences

Proposition 21.11

Soient n € N*, a, b deux entiers relatifs et p > 2 un entier naturel. Nous disposons
de I'implication
a=b[n] = d =V [n].

Démonstration
our cette preuve, nous utilisons la factorisation
p—1
a’ — b = (a—1b)>_ a? .
k=0

Si a = b [n], alors n divise a — b, donc il existe ¢ € Z tel que

a—b=ng.
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Nous en déduisons

p—1 p—1
a’ — b =ngd a” "R =n <q Xy aplkbk>

k=0 k=0
p—1
ce qui donne, en posant ¢/ = ¢ x > a?~ ¥,
k=0
a’ — b =ng, avecq €Z.
Par conséquent, n divise a? — bP, ce qui établit

af? = b [n].

Remarque

o Cette proposition peut également étre prouvée par récurrence sur l'entier p >
2.

o La réciproque de cette propriété est fausse. En effet :
25 =16 [3], cest-a-dire 5% = 4% x 8 [3],

cependant 5 n’est pas congru a 4 modulo 3.

o Ce résultat permet d’étudier la divisibilité de nombres entiers tres grands.

Pour cela, des congruences égales a 1 ou —1 sont souvent utilisées. Les
exemples qui suivent en sont une illustration.

Exemple 21.10

Nous souhaitons déterminer le reste de la division euclidienne de I’entier 20212922

par 5.
En remarquant que
2021 =1 [5]
il vient
20217%2% = 1292 [5],  soit 2021*°* =1 [5]

Nous en concluons que r = 1 est le reste de la division euclidienne de 2021%°?2 par
D.

Exemple 21.11

Nous cherchons a présent le reste de la division euclidienne de l'entier 20222°%! par
5.
C’est moins immédiat que dans I'exemple précédent. Nous observons que

2022 = 2 [5],

ce qui implique
2022% = 4 [5],
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soit
2022° = —1[5] car4=—1[5].

Puisque

202222 = 202220% x 2022 = (2022%)"""

x 2022,

nous en déduisons
2022202 = (—1)"1% x 2 [5],  clest-a-dire 2022*°%! = 2 [5]

Nous en concluons que r = 2 est le reste de la division euclidienne de 202222 par
5.
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Le concept de plus grand commun diviseur de deux entiers apparait des I’Antiquité
dans les éléments d’Euclide (environ 300 avant notre ére). Euclide y décrit le premier
algorithme connu en utilisant une méthode itérative par soustraction qui est remplacée

de nos jours par des divisions euclidiennes successives.

En s’appuyant sur cette algorithme, nous présentons deux grands résultats de ’arith-

métique qui sont :

— le théoréme de Bezout ! qui caractérise deux nombres premiers entre eux. En fait,
ce théoréme est dii & Bachet de Mérignac? et Bezout a ensuite généralisé ce résultat

aux polynomes.
— le théoréme de Gauss?® qui permet notamment de résoudre

— des équations diophantiennes du premier degré a deux inconnues,

— des systemes de congruences a une inconnue; c¢’est le probleme des restes chinois.

Nous disposons ainsi des outils qui permettent d’aborder des questions de cryptogra-
phie anciennes comme le chiffrement affine ou plus actuelles, comme le chiffrement de Hill

(1929) ou le systeme R.S.A. (1978).

1. Mathématicien francgais : 17301783
2. Mathématicien francais : 1581-1638
3. Mathématicien allemand : 1777-*1855
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22.1 Plus grand commun diviseur

22.1.1 Un exemple — Trois remarques préalables

Exemple 22.1

Dans Z, nous avons

Div(63) = {-63,—21,—9, -7, — 3, —1,1,3,7,9,21,63}
Div(45) = {—45,—15,—9, -5, — 3, —1,1,3,5,9,15,45}
Par suite, nous obtenons

Div(63) N Div(45) = {—9, — 3, — 1,1,3,9}

Nous observons que 9 est le plus grand élément de Div(63) N Div(45), c’est le « plus
grand commun diviseur » de 63 et 45.
Ce dernier est noté

pged(63,45) = 9.

Nous remarquons que 9 est également le plus grand élément de Div(63)NDiv(45)NN.

Remarque

Nous faisons trois remarques préalables.

— Etant donnés deux entiers relatifs non nuls, nous savons

Div(a) = Div(|a]) et Div(b) = Div(|b|),
ce qui donne
Div(a) N Div(b) = Div(|a|) N Div(|b]),

ce qui va nous permettre de définir pged(a,b) en se restreignant a a € N* et
b e N*.

— Nous savons que Div(0) = Z donc, quel que soit a € N*,
Div(0) N Div(a) = Div(a).

— Comme dans N, nous disposons dans Z de 'axiome qui suit :

Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.
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22.1.2 Définition du plus grand commun diviseur de deux en-
tiers

Proposition 22.1

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
L’ensemble des diviseurs communs a a et b admet un plus grand élément.

Démonstration

Nous appliquons 'axiome du plus grand élément a Div(a) N Div(b) C Z.

D’une part Div(a) N Div(b) # @ car 1 € Div(a) N Div(b).
D’autre part, quel que soit x € Div(a) N Div(b), nous avons

ce qui implique

xr < min(a,b)

Par conséquent, Div(a) N Div(b) est majoré par min(a,b). Nous en concluons que
Div(a) N Div(b) admet un plus grand élément.

Définition 22.1

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

Le plus grand commun diviseur de a et b, noté pged(a,b), est le plus grand élément
de Div(a) N Div(b).

Remarque

— Sia € Z* et b € Z*, puisque Div(a) N Div(b) = Div(]a|) N Div(|b|), alors nous
obtenons

pged(a,b) = pged(|al,|b])

— pged(a,b) est parfois noté a A b.

22.1.3 Premieres propriétés du pged

Proposition 22.2

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Nous disposons des trois propriétés suivantes :

— pged(a,0) = a.
— pged(a,b) = pged(b,a).
— pged(a,b) > 1.
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Démonstration
Soit a € N* et b € N*.

— Nous avons
Div(a) N Div(0) = Div(a) N Z = Div(a),

ce qui justifie, par unicité du plus grand élément,
pged(a,0) = a.
— Nous savons que
Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div(a),
ce qui justifie, par unicité du plus grand élément,
pged(a,b) = pged(b,a).

— Puisque 1 € Div(a) N Div(b) et par définition du plus grand élément de
Div(a) N Div(b), nous obtenons

pged(a,b) > 1.

Proposition 22.3

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Si a divise b, alors nous disposons des deux propriétés suivantes :

— Div(a) N Div(b) = Div(a),
— pged(a,b) = a.

Démonstration

Soit a € N* et b € N*.

— Nous supposons que a divise b et nous prouvons préalablement
Div(a) C Div(b)

Si z € Div(a), alors nous avons z | a.
Puisque a | b, par transitivité de la relation divise, nous en déduisons

x| b, Cclest-a-dire x € Div(a)

Nous avons ainsi établi
Div(a) C Div(b).

Il en résulte
Div(a) N Div(b) = Div(a)

— Par unicité du plus grand élément, si a | b, alors nous en déduisons

pged(a,b) = a
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Corollaire 22.4

Quel que soit a € N*, nous avons

pged(a,a) =a et pged(a,l) =1

Démonstration

Soit a € N* puisque a | a et 1| a, en appliquant la proposition précédente, il vient

pged(a,a) =a et pged(a,l) =1

Exemple 22.2

Soit un entier n > 2.
Puisque n® —n =n(n + 1)(n — 1), nous en déduisons

n!n?’—n,n—i—l}n?’—n et n—1|n*—n,

ce qui donne
pged (n3 — n,n) =n
pged (ng—n,n+1) =n+1
pgcd(n3—n,n—1) =n-—1

Proposition 22.5 — Lemme d’Euclide

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et r le reste de la division euclidienne
de a par b. Nous disposons des deux propriétés suivantes :

— Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div(r)
— pged(a,b) = pged(b,r)

Démonstration

La division euclidienne de a € N* par b € N* de reste r induit 1’existence d’un entier
naturel g tel que
a=0bqg+r, avecO0<r<b

Pour démontrer que Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div(r) et pged(a,b) = pged(b,r),

nous procédons par disjonction selon que r =0 ou r > 0.

1°t cas : r = 0.
Dans ce cas, nous avons

a = bq, c’est-a-dire b divise a,
ce qui induit, en appliquant la proposition précédente,
Div(a) N Div(b) = Div(b)

Puisque Div(r) = Div(0) = Z, nous en déduisons
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Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div(0)

Par unicité du plus grand élément, nous obtenons

pged(a,b) = pged(b,0) = b
2 cas :r > 0.

— Pour prouver Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div(r), nous procédons par double
inclusion.
> Si un entier d € Div(a) N Div(b), alors nous avons
d|la et d|b,
ce qui implique par combinaison linéaire
d | a—bgq, c’est-a-~dire d | r.
Puisque d | b, nous obtenons
d € Div(b) N Div(r)

ce qui établit

Div(a) N Div(b) C Div(b) N Div(r)
> Réciproquement, soit d € Div(b) N Div(r), alors nous avons

d|b et d]|r
ce qui implique par combinaison linéaire :
d | bq + r, c’est-a-dire d | a.
Puisque d | b, nous obtenons
d € Div(a) N Div(b)

ce qui établit

Div(b) N Div(r) C Div(a) N Div(b)
Ces deux inclusions justifient 1’égalité

Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div(r)

— Par unicité du plus grand élément de chacun de ces deux ensembles, nous en
concluons

pged(a,b) = pged(b,r)
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Remarque

— La contrainte 0 < r < b n’intervient pas dans la preuve du second cas.

La proposition reste donc vraie lorsque ¢ et » > 0 sont deux entiers naturels qui
satisfont a 1’égalité a = bg + r.

— Le lemme d’Euclide est un résultat important car il permet de traiter la plu-
part des questions au sujet du pged. C’est la "pierre angulaire' de la mise en
place de I'algorithme d’Euclide.

Nous illustrons cette derniere remarque par les exemples qui suivent.

Exemple 22.3

1¢ exemple. Nous déterminons pged(230,22), puis pged(—230,22).
— Calcul de pged(230,22).

— En effectuant la division de 230 par 22, il vient

230 =22 x 10+ 10

ce qui donne, en appliquant le lemme d’Euclide,

pged(230,22) = pged(22,10)

> En réitérant ce lemme pour le pged(22,10), nous obtenons

22 =10 x 24 2, c’est-a~dire pged(22,10) = pged(10,2).

> Puisque 2 divise 10, il vient

pged(10,2) = 2

Nous en concluons

pged(230,22) = pged(22,10) = pged(10,2) = 2

Cette itération du lemme d’Euclide est un premier exemple qui illustre I'algorithme

d’Euclide.
— Calcul de pged(—230,22).

Nous avons

pged(—230,22) = pged(| — 2301,22) = pged(230,22) = 2

2¢ exemple. Soient n et p deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, c’est-
a~dire tels que pged(n,p) = 1.

Nous déterminons pged(n + p,n), puis nous en déduisons pged(3n + 2p,n + p) et
pged(4n + 3p,3n + 2p).

> Puisque n + p =n X 1 4 p, en appliquant le lemme d’Euclide, il vient

pged(n + p,n) = pged(n,p) =1
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ce qui prouve que les entiers naturels n + p et n sont premiers entre eux.
> Nous avons

3n+2p=(n+p) x2+n

ce qui donne, en appliquant a nouveau le lemme

pged(3n + 2p,n + p) = pged(n + p,n) = pged(n,p) =1

ce qui prouve les entiers naturels 3n + 2p et n + p sont premiers entre eux.
> Nous avons

dn+3p=0Bn+2p) x1+n+p

ce qui donne, en appliquant a nouveau le lemme d’Euclide,

pged(4n + 3p,3n + 2p) = pged(3n + 2p,n + p) = pged(n + p,n) = pged(n,p) = 1,
ce qui prouve que les entiers naturels 4n + 3p et 3n + 2p sont aussi premiers entre
eux.

22.1.4 Algorithme d’Euclide

Nous avons observé dans le 1" exemple précédent que le pged(230,22) = 2 est atteint
par itération du lemme d’Euclide jusqu’a I'obtention de 2 qui est le dernier reste non nul.
Nous généralisons ce processus dans la proposition qui suit.

Proposition 22.6 — Algorithme d’Euclide

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

En effectuant la division euclidienne de a par b, le pged(a,b) est le dernier reste non
nul de litération de la division euclidienne du diviseur et du reste de la division
précédente.

Démonstration

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Etape 1. La division euclidienne de a par b restitue deux entiers naturels ¢; et
tels que

a=bgqg +1r, avecO0<r; <b

> Siry = 0, alors b divise a, ce qui donne
pged(a,b) = b

> Sirp > 0, alors 'application du lemme d’Euclide donne

pged(a,b) = pged (b,r)

Etape 2. La division euclidienne de b par 7, restitue deux entiers naturels ¢s et ry
tels que

b=1riqs+19, avec 0 < ry <1y
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> Si 7y = 0, alors r; divise b, ce qui donne

pged(a,b) = pged (b,r1) = 7y

> Siry > 0, alors 'application du lemme d’Euclide donne

pged(a,b) = pged (b,r1) = pged (r1,72)
Etape 3. En réitérant ce processus, nous construisons une suite d’entiers naturels
(Th)pen de premier terme ro = b, qui satisfait a :
Quel que soit n € N*r, 1 = rpqna1 + Tny1, avec 0 <y < 1y
La suite (7,),,cy est une suite d’entiers naturels décroissante strictement telle que

b>ri>rg> - >1 >Tppr- 20

— Nous démontrons que cette suite est nulle a partir d’un certain rang, ce qui
signifie qu’il existe k € N tel que

quel que soit n > k,r, = 0.

Nous considérons la partie E' de N définie par

E={r,eN/r, >0}
Nous observons que F # & car ro = b appartient a F.
Par conséquent F étant une partie non vide de N, elle admet un plus petit élément
ri > 0.
Plus précisément, il existe un entier naturel £ tel que
ri € E et puisque rpq < rp,rpe1 € E

c’est-a-dire

re >0 et rp =0
Nous en concluons que la suite (r,,), .y est nulle a partir du rang & 4 1.

— En appliquant le lemme d’Euclide jusqu’au rang &, nous obtenons

pged(a,b) = pged (b,r1) = pged (r1,72) = - - - = pged (1%,0) = 7y,

Corollaire 22.7

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Nous disposons de la propriété suivante,
tout diviseur commun a a et b est un diviseur de leur pged.
En d’autres termes, si d = pged(a,b), alors nous avons

Div(a) N Div(b) = Div(d)
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Démonstration

Avec les notations de la démonstration précédente, si d = pged(a,b), alors nous
obtenons :

Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div (ry) = Div (r1) N Div (ry) =
-+« = Div (ry) N Div(0) = Div(d).

Exemple 22.4

Nous illustrons ce corollaire en montrant, quels que soient les entiers naturels a et
b non nuls, 1'égalité

pged(a,b) = pged(5a + 3b,2a + b)

Nous posons

x =5a+3by = 2a+b,d=rpged(a,b) et d = pged(z,y)

> D’une part, nous avons
dla et dJ|b

ce qui implique, par combinaison linéaire,

d|5a+3b et d|2a+b, cest-a-dired |z et d]uy.

En appliquant le corollaire précédent, nous en déduisons

d|d
> D’autre part, des égalités
5a+3b==x
2a+b=y
nous déduisons
a=3y—=x
b=2x—>5y

Par conséquent, puisque

d|z et d]y

nous obtenons, par combinaison linéaire,

d|3y—x et d|2z—>5y, cest-a-dired |a et d|b

En appliquant a nouveau le corollaire précédent, nous en déduisons

d|d
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> Comme

d|d et d|d

la relation divise étant antisymétrique, nous en concluons

d=d

> Nous pouvons également justifier que d’ = d, en employant le lemme d’Euclide.
En effet, nous avons 5a + 3b = 2(2a + b) + a + b, donc

d' = pged(5a + 3b,2a + b) = pged(2a + b,a + b)
Mais, 2a + b = (a 4+ b) x 1 + a, ce qui donne

d = pged(a + b,a)
Enfin, a +b=a x 1 + b, ce qui implique

d = pged(a,b) = d

Algorithme (script Python de I'algorithme d’Euclide).
Nous proposons la fonction Python suivante :

def pgcd(a,b):
while b!=0:
r=a’,b
a=b
b=r
return a

Par exemple, nous obtenons
»> pged (7119,4977)
»> 063,
»> pged(2235282,32718) »> 42.

22.1.5 Propriété multiplicative du pgcd

Proposition 22.8

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Quel que soit £ € N*, nous avons

pged(ka,kb) = k x pged(a,b)

Démonstration

Soient a,b et k trois entiers naturels non nuls.
Nous posons

d = pged(a,b) et d = pged(ka,kb)
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> D’une part, puisque d | a et d | b, nous en déduisons

kd | ka et kd|kb

ce qui implique, en utilisant le corollaire du paragraphe précédent,

kd | d

Par suite, il existe k' € N* tel que

d =K (kd) = k'kd
> D’autre part, comme d' | ka et d' | kb, nous en déduisons, puisque d’ = k'kd,
K'kd|ka et Kkd|kb
ce qui donne, apres simplification par k € N*,
Kdla et Kd|b
En appliquant a nouveau le corollaire précédent, nous obtenons
Kd|d
Par conséquent, il existe a € N* tel que
d=a(kd)=ak'd
Apres simplification par d > 1 il vient
ak! =1
ce qui implique, dans N*,
F=a=1
En reportant la valeur & = 1 dans I’égalité d’ = k’kd, nous en concluons

d = kd, c’est-a-dire pged(ka,kb) = k x pged(a,b).

Corollaire 22.9

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
Quel que soit k € Z*, nous avons

pged(ka,kb) = |k| x pged(a,b).

Démonstration

Puisque, quels que soient les entiers relatifs a et b non nuls,

pged(|al,|b]) = pged(a,b),

nous en déduisons, en appliquant la proposition précédente,
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pged(ka,kb) = pged(|kal,|kb]) = pged([k[al,|k[|b]) = |k| x pged(]al,|b])
= |k| x pged(a,b)

Exemple 22.5

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Nous calculons

pged(np,n(2p + 1))

En appliquant la proposition précédente, nous avons

pged(np,n(2p + 1) = n x pged(p,2p + 1).

Puisque 2p + 1 =2 X p + 1, en utilisant le lemme d’Euclide, nous obtenons

pged(p,2p + 1) = pged(2p + 1,p) = pged(p,1) = 1

Ainsi les entiers p et 2p + 1 sont premiers entre eux et nous en concluons

pged(np,n(2p +1) =n

22.2 Entiers premiers entre eux

22.2.1 Définition — caractérisation du pgcd de deux entiers

Définition 22.2

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
Ces deux entiers sont premiers entre eux si et seulement si pged(a,b) = 1.

Remarque

— Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si

Div(a) N Div(b) = {—1,1}.
— Deux nombres premiers sont premiers entre eux mais la réciproque est fausse.
Contre-exemple : 15 et 8 sont premiers entre eux mais ne sont pas premiers.

— Nous rappelons qu’une fraction ¢, avec a € Z* et b € N* est irréductible si et

seulement si a et b sont premiers entre eux.
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Proposition 22.10 — Caractérisation du pgcd

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
Quel que soit d € N*, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) d = pged(a,b),
(i) il existe deux entiers relatifs non nuls @’ et b, premiers entre eux, tels que

a=dda et b=dV

Démonstration
(1) = (i)
Si d = pged(a,b) alors, il existe a’ € Z* et i € Z* tels que
a=da et b=dl
Nous en déduisons, en appliquant le corollaire du paragraphe précédent avec d > 1,
d = pged(a,b) = pged (da',db') = d x pged (a',b)
ce qui implique, apres simplification par d > 1,
pged (@' b)) =1

Par conséquent les entiers a’ et b’ tels que a = da’ et b = db’, sont premiers entre
eUxX.

(ii) = (i)

En supposant que (ii) est vraie, nous obtenons
pged(a,b) = pged (da',db') = d x pged (' V) =d x 1=4d

Exemple 22.6

Nous résolvons dans N? le systéme

r+y=144
pged(z,y) = 18

En utilisant la proposition précédente, nous obtenons

r+y=144

x = 182",y = 18y

pged (z'y) = 1
ce qui induit le systeme d’inconnues z’ et y’

18 (2 +vy') =144

pged (2'y) =1

c’est-a-dire
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x/ + y/ — 8
pged (2',y) =1

Puisque 2’ et ¢ sont premiers entre eux, I’ensemble S’ des solutions de ce systéme
est

S = {(1’7)’<3’5)7(5v3)7(771)}

Nous en déduisons que I'ensemble S des solution du systéme initial est inclus dans

{(18,126),(54,90),(90,54),(126,18)}

Réciproquement, nous vérifions que chacun de ces quatre couples est solution du
systeme, ce qui permet de conclure,

S = {(18,126),(54,90),(90,54),(126,18)}

22.2.2 Caractérisation de deux entiers premiers entre eux

Théoréme 22.11 — Théoréme de Bezout ¢

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) a et b sont premiers entre eux,

(ii) il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

Démonstration
Nous commencons par le plus facile, c’est-a-dire (i7) = ().
Nous supposons que (ii) est vraie et soit d = pged(a,b).
Puisque d | a et d | b, par combinaison linéaire, nous en déduisons

d | au + bv, c’est-a-dire d | 1,
ce qui implique, comme d > 1,

d=1.

Ainsi nous avons prouvé que a et b sont premiers entre eux.
(1) = (it)
Nous supposons que a et b sont premiers entre eux.
> Nous considérons le sous-ensemble E de N défini par

E={au+bweN/uecZvel}.

Nous avons a =a x 1 +b x 0 donc a € E, ce qui prouve

E+2
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Par suite, E étant une partie non vide de N, elle admet un plus petit élément
m € N*, ce qui induit deux informations,
[1] :Yz € Exx 2 m,
2] : il existe un couple (ug,v) € Z? tel que m = aug + bvy.
> La division euclidienne de a par m € N* restitue un quotient ¢ € Z et un reste r
satisfaisant a
a=mq+r, avec)<r<m.
Sir > 0, en utilisant la condition [2], alors il vient successivement
r=a—mq
= a — (aup + bvy) q
= a (1 — upq) + b (—voq)

En posant u = 1 — upq et v = —wvyq, nous obtenons

r=au+bv, avecu€Z et veEZL

ce qui implique :

rekl et r<m.
Cela est contradictoire avec la condition [1].
Ainsi, par I'absurde, nous avons prouvé que
r = 0, ce qui signifie que m divise a.
> En effectuant la division euclidienne de b par m € N*, nous prouvons de la méme
facon
m divise b.

> Il en résulte que m divise pged(a,b) = 1, ce qui établit que m = 1.
Ainsi nous avons démontré que si a et b sont premiers entre eux, alors
il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.
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Remarque

— Il n’y a pas unicité du couple (u,v) d’entiers relatifs.
Par exemple 5 et 3 sont premiers entre eux et nous avons simultanément
5% (—=1)4+3 x2=1, le couple (—1,2) convient.
5 x 243 x (—3) =1, le couple (2, — 3) convient également.

— Le théoreme de Bezout assure l'existence d’au moins une solution implicite
de I’équation au + bv = 1 lorsque a et b sont premiers entre eux.

En remarquant que

au =1 — b, c’est-a-dire au = 1[b],

nous donnons dans I’algorithme qui suit une méthode qui restitue explicitement une
solution particuliere de ’équation au + bv = 1.

Algorithme A T’aide de 'algorithme d’Euclide, nous vérifions que les deux entiers a et
b sont premiers entre eux, ce qui assure ’existence de deux entiers relatifs u et v tels que
au + bv = 1.

Nous en déduisons que au = 1[b], ce qui permet de proposer un algorithme qui calcule
les restes de la division euclidienne des multiples successifs de a par b jusqu’a obtenir un
reste égal a 1 .

Ainsi, nous donnons le script Python :

def pgcd(a,b):
while b!=0:
r=alb
a=b
b=r
return a
def bezout(a,b):
if pgcd(a,b)!=1:
return "non,premiers"
else :
u=1
c=a
while a’%b!=1:
u=u+l
a=u*c
v=int ((1-a)/b)
return u,v

Par exemple pour a = 2022 et b = 557 qui sont premiers entre eux, nous obtenons
>>> u=73, v=-265
Nous vérifions

2022 x 73 + 557 x (—265) =1
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Proposition 22.12 — Entiers premiers entre eux et multiplication

Soient a,b et c¢ trois entiers relatifs non nuls.
Si a est premier avec b et avec ¢, alors a est premier avec b X c.

Démonstration

Si a est premier avec b et avec ¢, alors en appliquant le théoreme de Bezout, nous
avons

au+bv =1, avec (u,) € Z*
au' +cv' =1, avec (u'') € Z?
Il en résulte
(au+ bv) (au’ + ') =1

ce qui donne

a’uu’ + acuv’ + abvu’ + bevv' = 1, soit a (auu’ + cuv’ + bvu') + be (vv') = 1.

Nous en déduisons, en posant u” = auu’ + cuv’ + bvu' € Z et v" = v’ € Z,

au’ + bev” =1

ce qui établit, en appliquant a nouveau la caractérisation de Bezout, que

a est premier avec b X c.

Exemple 22.7 — Somme et produit de deux entiers premiers entre eux

Soient a et b deux entiers non nuls premiers entre eux.
Nous démontrons a+b et ab sont premiers entre eux et pour changer, nous utilisons
la notation A du pged.
Puisque a A b = 1, il existe (u,v) € Z* tel que au + bv = 1.
> D’une part, nous en déduisons
au+bv=1Sau+av—av+bv=1% (a+bv+alu—v)=1,

ce qui donne, en posant v’ =u —v € Z,

(a+bv+au =1

Ainsi nous avons prouvé

(a+b)Na=1

> D’autre part, nous avons

aut+bv=1Saut+bu—bu+bv=1& (a+bu+blv—u)=1,

ce qui donne, en posant v' = v —u € Z,
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(a+bu+b =1

ce qui établit

(a+b)Ab=1

> En appliquant la proposition précédente, nous en concluons

(a+b)Nab=1

22.2.3 Caractérisation de Bezout du pgcd de deux entiers

Proposition 22.13

Soient a,b deux entiers relatifs non nuls et d € N*.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) d = pged(a,b),

(ii) d divise a et b et il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = d.

Démonstration

(1) = (it)

Nous supposons que d = pged(a,b).

En appliquant la proposition qui caractérise le pged du paragraphe 7.2.1, il existe
deux entiers relatifs a’ et ' premiers entre eux tels que

a=dad et b=dV

Puisque pged (¢/,0') = 1, nous appliquons le théoreme de Bezout, ce qui donne
il existe (u,v) € Z* tels que a'u + b'v = 1.
Apres multiplication des deux membres de cette égalité par d > 1, nous obtenons

(da'Yu+ (db')v=d

c’est-a-dire

au+bv=d

(i) = (2)

Nous supposons que d|a,d|b et qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au+ bv = d.

Nous désignons par d’ le pged(a,b).

D’une part, puisque d’' | a et d’' | b, nous en déduisons par combinaison linéaire

d' | au+ b, soit d' | d,

ce qui implique

d <d
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D’autre part, puisque d € Div(a) N Div(b) et comme d’ est le plus grand élément de
Div(a) N Div(b), nous en déduisons
d<d

Par antisymétrie de la relation < dans N*, nous en concluons

d = d' = pged(a,b)

Remarque

— Le couple (u,v) € Z* n’est pas unique.

Par exemple 3 = pged(33,6) et nous obtenons simultanément

3=33x14+6x(=5)=33x(-1)+6x6

— Si la condition d|a,d|b n’est pas réalisée dans (i7) la réciproque (ii) = (i) est
fausse.

Nous donnons le contre-exemple

9 =33 x3+6x (—15)
bien que 9 # pged(33,6), en observant que

9 ne divise pas 33 et 6.

— Cette caractérisation de Bezout assure l'existence d’au moins une solution
implicite de ’équation au + bv = d lorsque d divise a et b.

En remarquant que

au = d — bv, c’est-a-dire au = d[b],

nous pouvons donner un l'algorithme semblable au précédent qui restitue explicite-
ment une solution particuliere de I’équation au + bv = d.

Cependant pour introduire un autre algorithme qui restitue aussi une solution parti-
culiere de I'équation au+bv = d avec d = pged(a,b), nous proposons, dans ’exemple
qui suit, deux méthodes articulées sur 'algorithme d’Euclide.

Exemple 22.8

L’algorithme d’Euclide pour calculer le pged(44064,2975) donne le tableau suivant :
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44064 = 2975 x 14+ 2414 | [5] [1]
2075 = 2414 x 1+561 | [4] [2]
2414 = 561 x 4+ 170 | [3] [3]

561 = 170 x 3 + 51 2] [4]
170 = 51 x 3+ 17 1] [5]
F1=17x2+0

Nous en concluons

pged(44064,2975) = 17

1°" méthode : ascendante.
En partant de I’avant derniere ligne du tableau, nous obtenons successivement

[1] = 17 = 170 — 51 x 3
[2] = 51 =561 — 170 x 3, ce qui donne

17 =170 — (561 — 170 x 3) x 3
17 =10 x 170 — 3 x 561

[3] = 170 = 2414 — 561 X 4, ce qui donne

17 =10 x (2414 — 651 x 4) — 3 x 561,
17 =10 x 2414 — 43 x 561.

[4] = 561 = 2975 — 2414 x 1, ce qui donne

17 = 10 x 2414 — 43 x (2975 — 2414 x 1),
17 = 53 x 2414 — 43 x 2975

[5] = 2414 = 44064 — 2975 x 14, ce qui donne

17 = 53 x (44064 — 2975 x 14) — 43 x 2975
17 = 44064 x 53 + 2975 x (—785)

Nous en concluons que le couple (53, — 785) est une solution particuliere, dans Z?,
de I’équation

44064u + 2975v = 17

2° méthode : descendante.

Nous partons de la premiere ligne du tableau en posant a = 44064 et b = 2975, ce
qui permet d’élaborer des calculs littéraux.

Nous avons successivement

[1] = 2414 = a — 14b.

[2] = 561 = 2975 — 2414 x 1 = b — (a — 14b), ce qui donne
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561 = 15b — a
[3] = 170 = 2414 — 561 x 4 = (a — 14b) — 4(15b — a), ce qui donne

170 = ba — 74b
[4] = 51 = 561 — 170 x 3 = (15b — a) — 3(5a — 74b), ce qui donne
51 = —16a + 237b
5] = 17 = 170 — 51 x 3 = (5a — 74b) — 3(—16a + 237b), ce qui donne

17 = 53a — 785b = a x 53 + b x (—785)

C’est cette seconde méthode qui induit un algorithme général qui restitue un couple
(u,v) € Z?* satisfaisant a au + bv = pged(a,b).
Nous mettrons en place ceci dans l'exercice corrigé 18 de ce chapitre.

22.3 Le théoréme de Gauss

22.3.1 Le théoréme

Théoréme 22.14 — Théoréme de Gauss

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
Si a et b sont premiers entre eux et si a divise bc, alors a divise c.

Démonstration

Soient ab et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
Puisque pged(a,b) = 1, en appliquant le théoreme de Bezout nous obtenons qu'il
existe un couple ( w,v ) d’entiers relatifs tels que

au+bv =1

ce qui donne, en multipliant les deux membres de cette égalité par l’entier ¢ non
nul :

(ac)u + (be)v = ¢

Or, nous savons

a | be

et de plus, nous avons

a | ac.

Par combinaison linéaire, nous en déduisons

a | (ac)u + (be)v
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ce qui établit la conclusion attendue, c¢’est-a-dire

alc

Remarque

— Sia et bne sont pas premiers entre eux, alors le théoreme de Gauss est inexact.

Nous proposons comme contre-exemple : a = 6,0 = —8 et ¢ = 75.
Nous avons

pged(6, —8) =2 # 1,6 | —8 x 75 mais 6 ne divise pas 75
— La réciproque est fausse.

Le contre-exemple a = 4,b = 8 et ¢ = 12 le prouve.
En effet, nous avons

4112 et 4|8x12mais4 et 8 nesont pas premiers entre eux.

Exemple 22.9

Quels sont les points a coordonnées entieres sur la droite (d) d’équation 4z —3y+9 =
07

Avec GeoGebra, nous observons que des points a coordonnées entieres existent sur
cette droite.

Soit M(z,y), avec (z,y) € Z* un point appartenant a la droite (d).
L’équation 4z — 3y + 9 = 0 est équivalente a 4x = 3(y — 3), notée [1].
Nous en déduisons, puisque y — 3 € Z,

3| 4z

et puisque 3 et 4 sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss induit
3| z, c’est-a-dire x = 3k, avec k € Z.
En reportant dans I’équation [1], nous obtenons

4 x 3k = 3(y — 3), soit y — 3 =4k, avec k € Z.

Nous en déduisons que si M (z,y) est un point de (d) & coordonnées entieres, alors

r=3k et y=4k+ 3, aveck € Z.
Réciproquement, tout point M (3k,4k + 3), avec k € Z, satisfait a

Ax3k—3x(4k+3)+9=12k— 12k —9+9 =0,

donc appartient a la droite ( d ).
Nous en concluons que les points M (z,y) a coordonnées entieres sur la droite (d)
sont les points
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M (3k,Ak + 3), avec k € Z.

Corollaire 22.15

Soient a, b et n trois entiers relatifs non nuls.
Si a et b divisent n et sont premiers entre eux, alors a x b divise n.

Démonstration

Puisque a | n et b | n, il existe deux entiers relatifs k et £’ tels que

n==ka et n==kb,
ce qui implique
ka = k'b

Nous déduisons de cette égalité que

b divise ka.

Comme a et b sont premiers entre eux, en appliquant le théoréeme de Gauss, nous
obtenons

b divise k.

Il en résulte qu’il existe q € Z tel que

k = bq

ce qui donne

n = (bqg)a = (ab) X q

Nous en concluons

ab divise n.

Remarque

— La réciproque de ce corollaire est vraie, quels que soient les entiers non nuls
a et b.

— Ce corollaire est faux si a et b ne sont pas premiers entre eux.

En effet, en prenant a = 3,b = 6 et n = 60, nous obtenons

3|60,6|60 mais 18 ne divise pas 60.
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Exemple 22.10

Pour tout entier naturel n, nous considérons I'entier A, = n(n+ 1) (n® — 1).
Nous avons

Ay=nn+1)(n—-1)(n*+n+1)

Puisque n et n + 1 sont deux entiers consécutifs, le produit n(n + 1) est divisible
par 2.

Puisque (n — 1)n(n + 1) est le produit de trois entiers consécutifs, il est divisible
par 3.

Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, nous en concluons que 6 divise A,.

22.3.2 Résolution de I’équation ax = b[n]

Proposition 22.16

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et n € N*.

Si a et n sont premiers entre eux, ’équation (F) : az = b[n|, admet au moins une
solution zg € Z.

L’ensemble S(g) des solutions de cette équation est défini par

Sey=1{r € Z/x = xo[n]}

Démonstration
> Puisque a et n sont premiers entre eux, en appliquant le théoreme de Bezout,

nous savons qu’il existe deux entiers relatifs u et v tels que

au+nv =1,

ce qui donne, en multipliant les deux membres de cette égalité par b € Z*,

(au)b + (nv)b = b, soit a(ub) = b+ n(—vb)

Nous en déduisons

a(ub) = b[n]
ce qui prouve que l'entier zyp = ub € Z est une solution particuliere de I’équation
> Soit x une solution quelconque de ( E' ). Nous avons
ax = b[n]
azxg = b[n]

ce qui implique par soustraction

a(xr — xg) = 0[n], c’est-a-dire n | a (z — x) .

Comme a et n sont premiers entre eux, en appliquant le théoreme de Gauss, nous
obtenons
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n divise z — xg, soit x = y[n]

Réciproquement, si x = xy[n], alors nous en déduisons

ax = axgln|, c’est-a-dire ax = b[n].

Nous en concluons :

Sy =A{z € Z/z = xo[n]}

Exemple 22.11

Nous résolvons dans Z I'équation 3z = 1[5].

Nous observons que 3 et 5 sont premiers entre eux et que xy = 2 est une solution
particuliere de cette équation. En appliquant la proposition précédente, nous en
déduisons que ’ensemble de solutions de cette équation est

S={xe€Z/xz =2}

Nous pouvons interpréter cette équation, en considérant que modulo 5 , I'entier 3
est inversible et admet pour inverse 2.

22.4 Equation diophantienne ax + by = ¢

Proposition 22.17

Soient S I’ensemble des solutions dans Z? de ’équation ax + by = ¢, avec a,b,c
entiers relatifs non nuls donnés et d = pged(a,b).

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) S # 2,

(ii) d divise c.

Démonstration

(i) = (i)

Nous supposons que S # &, ce qui signifie,

il existe un couple (z,y0) € Z* tel que axy + byy = c.

Puisque d = pged(a,b), nous en déduisons

dla et d|b

ce qui induit, par combinaison linéaire,

d | axg + by, c’est-a-dire d | c.

(i) = (4)

Nous supposons que d divise ¢, ce qui signifie
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il existe ¢ € Z* tel que ¢ = dd
Puisque d = pged(a,b), nous en déduisons qu'il existe deux entiers relatifs a’ et O/
premiers entre eux qui satisfont a :
a=dadd et b=0bd

Comme pged (a/,0) = 1, en appliquant le théoreme de Bezout, nous savons qu’il
existe un couple ( u,v ) d’entiers relatifs tel que

du+bv=1

ce qui donne, en multipliant les deux membres de cette égalité par ¢ € Z*,

a (uc) + b (vd) =¢

En posant xqg = uc et yg = v/, nous obtenons

a'wy+ by, =

ce qui induit, en multipliant les deux membres de cette égalité par d > 1,

(da)'zo + (dV') yo = dd, c’est-a-dire axg + byy = c.

Nous avons établi que (zg,y0) € S et par conséquent

S #o

Remarque

— Cette proposition assure un test qui restitue l’existence implicite ou la non
existence de solutions de 1’équation diophantienne ax 4 by = c.

— Si a et b sont premiers entre eux, alors, quel que soit ¢ € Z*, pged(a,b) = 1
divise ¢, ce qui assure un ensemble non vide de solutions.

— Lorsque cette équation admet des solutions, sa résolution explicite est initia-
lisée par 'obtention d’une solution particuliere.

Nous disposons de deux possibilités pour déterminer cette derniere.
> Cette solution particuliere est évidente, ou bien

— elle est obtenue en utilisant les algorithmes décrits aux paragraphes 7.2.2 et
7.2.3 lorsque le théoreme de Bezout assure qu'il existe un couple ( zg,yo )
d’entiers relatifs qui est une solution particuliere de (E), avec ¢ = 1.

Exemple 22.12

Nous proposons une résolution littérale de I’équation ax + by = ¢, notée (E), en
distinguant de fagon exhaustive les cas qui sont susceptibles de se présenter.

1" cas : a et b sont premiers entre eux et ¢ =0

Nous avons :
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(E) < ax = b(—vy)
Nous en déduisons que b divise ax et puisque a et b sont premiers entre eux, le
théoreme de Gauss assure que b divise z.
Il en résulte que

x =0k, aveck eZ

En reportant cette valeur de x dans I’équation initiale, nous obtenons

a(bk) = b(—y)

ce qui donne, apres simplification par b # 0,

y = —ak

Réciproquement, nous vérifions

ax + by = a(bk) + b(—ak) =0

Nous en concluons que I’ensemble de solutions de cette équation est

Sz = {(b. — ak) [ € Z}

2° cas : a et b sont premiers entre eux et ¢ = 1.

Le théoreme de Bezout assure qu’il existe un couple ( zg,yo ) d’entiers relatifs qui
est une solution particuliere de (E), avec ¢ = 1.

Par conséquent, si (z,y) est une solution quelconque de (E), alors nous avons

ar +by =1

axg+ byg =1

ce qui donne, en soustrayant de la premiere équation, la seconde

a(x—x0)+b(y—yo) =0, soit a(x —z0) =b(yo — y), notée (E').

Nous sommes ramenés au premier cas, ce qui permet de conclure. Cependant, pour
fixer les idées, nous refaisons le raisonnement.

Nous déduisons de (E’) que b divise a (x — x) et puisque a et b sont premiers entre
eux, le théoreme de Gauss assure que b divise x — xg.

Nous en déduisons

r — xg = bk, c’est-a-dire x = xg + bk avec k € Z.

En reportant cette valeur de = dans I’équation (E’), nous obtenons

a(bk) = b(yo = y)

ce qui donne, apres simplification par b # 0,

Yo —y = ak, soit y = yg — ak

Réciproquement, sachant que axy + byy = 1, nous vérifions
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ax + by = a (xg + bk) + b (yo — ak) = axy + byy + abk — abk = 1.

Nous en concluons que I’ensemble de solutions de cette équation est

Stey = {(xo + bk,yo — ak) /k € Z}
3¢ cas : a et b sont premiers entre eux et ¢ # 1.
Puisque pged(a,b) = 1, le théoreme de Bezout assure qu’il existe un couple (xg,yo)
d’entiers relatifs qui satisfait a
axg + byg =1

En multipliant par ¢ € Z* les deux membres de cette égalité, il vient

a(cxg) + ¢ (byy) = ¢
ce qui justifie que le couple (Xo,Yy) = (cxo,cyp) est une solution particuliere de
I'équation (F).
Par suite, si (z,y) est une solution quelconque de (F), alors nous avons
axr +by=-c
CLXO + bYE) =1

ce qui donne, en soustrayant de la premiere équation, la seconde

a(x — Xo) +b(y—Yy) =0, soit a(x — Xo) = b (Yo — y), notée (E').
Nous sommes ramenés au second cas, ce qui permet cette fois de conclure directe-
ment.
Nous obtenons
r=Xo+bk=crg+bk et y=Yy—ak=cy,—ak, avec €Z

Réciproquement, sachant que axy + byy = 1, nous vérifions :

ax + by = a(cxg + bk) + b (cyo — ak) = ¢ (axg + byo) + abk — abk = c.

Nous en concluons que I’ensemble de solutions de cette équation est

Sy = {(cxo + bk,cyo — ak) [k € Z} .
4° cas : a et b ne sont pas premiers entre eux et ¢ = pged(a,b).
Puisque ¢ = pged(a,b), en appliquant la caractérisation de ce dernier établie au
paragraphe 7.2.1, il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre eux tels que
a=cd et b=cl

Nous en déduisons

(E) & cd'z+ by =c,

ce qui équivaut, apres simplification des deux membres par ¢ > 1, & ( £ ),
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dr+by=1, avec pged(a' V) =1

Ainsi nous sommes ramenés au 2° cas.
Le couple d’entiers (x¢,yp) étant une solution particuliere de (E’), nous obtenons

r=x9+bk et y=uyy—dk,avecavec k € Z.

Réciproquement, sachant que a’zy + b'yg = 1, nous vérifions
Y )

ax + by = a(xo + V'k) + b(yo — a'k) = axo + by = ¢ (a'zo + V') = c.

Nous en concluons que I’ensemble de solutions de cette équation est

S(E) = {(l’o + b/k‘,yo — a'k) //{3 € Z}

5° cas : a et b ne sont pas premiers entre eux et ¢ est divisible par d = pged(a,b).
Dans ce cas, il existe un entier non nul « tel que ¢ = ad.
Soit ( xg,yo ) une solution particuliere de I'équation ax + by = d, c’est-a-dire tel que

axg+ byg = d

En multipliant ses deux membres par o € Z*, il vient :

a(axg) +b(ay) =ad=c

nous en déduisons que le couple (axg,ayp) est une solution particuliere de (E).
En procédant comme dans le cas précédent, nous obtenons

Sey = {(axo + bk,ayy — ak) [k € Z} .

6° cas : a et b ne sont pas premiers entre eux et ¢ n’est pas divisible par pged(a,b).
En appliquant la négation de la proposition précédente, nous en concluons que
I’équation (F) n’a pas de solution.

Algorithme (un exemple numérique) Nous souhaitons déterminer une fonction Py-
thon qui restitue une solution particuliere (u,v) de I’équation diophantienne ax + by = ¢,
en localisant les entiers u et v dans deux intervalles centrés en 0 de longueur suffisamment
grande, choisie par 'utilisateur.

Nous proposons le script suivant

def equadiop(a,b,c):
for u in range(-10,10):
for v in range (-10,10):
e=a*u+b*v
if e==c:
return u,v
return "vide"
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Exemple 22.13

Par exemple nous résolvons dans Z? 1’équation ( E ),
1142 4+ 30y = 54

Nous commengons par calculer le pged(114,30) soit "a la main" par Ialgorithme
d’Euclide, soit en utilisant le script Python du pged donné au paragraphe 7.1.4.
Nous obtenons

pged(114,30) = 6

Puisque 6 divise 54 , I’équation proposée admet donc des solutions.
En exécutant ce script, nous obtenons

»> equadiop( 114,30,54 )

»> (1, —2).

Ainsi le couple (xg,y0) = (1, — 2) est une solution particuliere (E).
Par conséquent, si (x,y) est une solution quelconque de (E), alors nous avons

114z 4+ 30y = 54
1141’0 + SOyo =54
ce qui donne en soustrayant de la premiere équation, la seconde,

114 (x — x9) + 30 (y — yo) = 0, soit 114 (z — zo) = 30 (yo — y), notée (E").
En divisant par 6 les deux membres de (E’), il vient

19(:p—x0):5(y0—y)

Nous déduisons que 5 divise 19 (x — xg) et puisque 19 et 5 sont premiers entre eux,
le théoreme de Gauss assure que 5 divise x — xg.
Nous en déduisons

r — xg = bk, c’est-a-dire x = x4+ bk avec k € Z.

En reportant cette valeur de x dans I’équation (£’), nous obtenons

19(5k) =5 (yo — v)

ce qui donne, apres simplification par 5,
Yo —y = 19k, soit y = yo — 19k

Réciproquement, sachant que 114xy + 30y, = 54, nous vérifions

1142 + 19y = 114 (x + 5k) + 30 (yo — 19k) = 11420 + 30yo + 570k — 570k = H4.

Nous en concluons que I’ensemble de solutions de cette équation est

Se) = {(1+5k,—2—19k)/k € Z}
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