ANALYSE MATHEMATIQUE — CHAPITRE 11

Dérivation : Compléments
& Approfondissements

De la mécanique du calcul a la justification théorique des variations.

l. CALCUL Il. GEOMETRIE l1l. THEORIE
Composeées, dérivées n-iemes Convexité, position par rapport Théoremes de Rolle et des
et formule de Leibniz. aux tangentes et inflexion. Accroissements Finis (TAF).
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Dérivée d’une Fonction Composée (Le Cas Géneral)

Proposition :
Si u est dérivable sur I et g dérivable sur J (avec u(I) C J), alors g o u est dérivable
sur 1.

(gou)(z) =u'(x) x g'(u(x))

Exemple 11.1 : La Gaussienne
Fonction : f(z) = e
Décomposition :
1. u(z) = —z? = v/(z) = -2z
2. g X)=et=29g(X) =€
Multiplication des taux : ¢’ x u’ Résultat :
flr)= —2ree

2
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Généralisation : Fonctions Puissance et Racines
Application directe de la formule (g o u)’.

Function Type

General Formula

Constraints

Puissance entiére (p € Z*)

(up)’ — p . u’ . up_]-

/
Racine carrée A e— pouru > (0
u 1
Racine n-iéme ({I'/Q_L)! = —yn1 pourn > 2,u > 0
T

Exemple d’application (Ex 11.2) :

f(x) = v/sinz sur |0, 7|

i) =(simg) x

1 COS I

2+4/SIn 2 24/SIn
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Dérivées d’Ordre Supérieur

Définition par Récurrence

La dérivée seconde " estla dérivée de la
fonction dérivée f'.

Genéralization :

f (n+1) (Jc(n )
Notations
Lagrange : f"(z), fP(z), ..., f™(z)
d? d°y d3y d™y
Leibniz : d$2 d;L‘S y  Halery @

Formule générale (Conjecture) :

f(n) (z) = (;2:11”'
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La Formule de Leibniz

Dérivée n-ieme d’un produit de fonctions.

(o) = Zn: (Z) P

k=0

Analogie structurelle : Formule du binéme de Newton (a + b)" = ) (f) aEb

Stratégie de Calcul (Exemple 11.9)

Calcul de la dérivée n-iéme de h(z) = z%e2.
u = 2 =
o =2z, u" =2, u'k) =0 pourk > 3. (k) — g
La somme s’arréte !

() (z) = (1" e~ (2% — 2nz + n(n — 1))
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Convexite : Approche Geometrique

4y Intuition

Une fonction est convexe si la courbe “tient
'eau”.

Corde au-dessus

de la courbe -
R Definition Formelle

Le segment [AB| est situé au-dessus de la
courbe C¥.

Inégalité
vk € [0,1],

f(ka + (1 —k)b) < kf(a)+ (1 —k)f(b)
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Position Relative aux Tangentes

Une fonction dérivable est convexe si et seulement si sa courbe est situee
entierement au-dessus de ses tangentes.

f(z) 2 f(a) + f'(a)(z — a)

C Application : Inégalité de Bernoulli
i

4. La fonction z — 2™ (n > 2) est convexe
sur RT.

En utilisant la tangenteenxz = 1, on
obtient :

N g (1+t)”21+nt
(pour tout t > 0)
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Le Critere de la Dérivée Seconde

Le lien entre calcul et geometrie.

* f! est » La pente FONCTION
f(z)=0 croissante augmente CONVEXE

ff
Signe positif / ; é \/

>

Exemples Types (Ex 11.12)
f(z) = z° flx) =e”

f"(x) = 2 > 0 = Convexe sur R f"(z) = €* > 0 = Convexe sur R
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Point d’Inflexion

Point ou la courbe traverse sa tangente (f” s’annule en changeant de signe).
Crimson Pro.

0.8 +
0.6 +
Calcul : 047
f(z) = 2e" (222 — 1) 021
Racines : T , # .
Lp V2 V2 )
I — ZZQ o 2
2 Convexe (f” > 0) Concave (f"” < 0) Convexe (f” > 0)
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Extrema Locaux et Deérivee

Condition Nécessaire Helvetica Now Display

(Théeoreme de Fermat) Attention : f'(a)=0 n’est pas suffisant.

Si f admet un extremum local en a et est Valid Extremum Saddle Point
dérivable en a, alors : 1 , 1 -

y=1 y=z

ko

f'(0) =0, Minimum f'(0) =0, Pas d'extremum
(Point d'inflexion)

Pour avoir un extremum, la dérivée doit s’annuler et changer de signe.
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Theoreme de Rolle

Hypotheéses :
1. f continue sur |a, b
2. f dérivable sur |a, b|

3. fla) = f(b)

Conclusion:
I existe c € |a, b tel que :

fi(c)=0

A(a,y)

Tangente horizontale

garantie

|
-

B(b,y)

C
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Theoreme des Accroissements Finis (TAF)

Généralisation du Théoreme de Rolle

Si f est continue sur |a, b| et dérivable sur |a, b, il existe c € |a, b| tel que :
La fonction [AB] # f(a)

f’(C) f(b) = f(a’) |

B b—a

Vitesse instantanée en ¢ = ,
Vitesse moyenne sur |a, b). : ‘ I




Application : Le Principe de Lagrange

Preuve rigoureuse du sens de variation.

Le Mécanisme de Preuve
D’apres le TAF, pourtous a < b:

f(b) = f(a) = (b—a) - f'(c)

Sk 0 Si f' <0 Sif'=0
Alors f'(¢) > 0 Alors f'(¢) <0 Alors f'(¢) =0
= f(b) — f(a) 20 = f(b) — f(a) <0 = f(b) — f(a) =0

Fonction Croissante Fonction Décroissante Fonction Constante
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Monotonie Stricte et Points Isolés

Peut-on avoir une croissance stricte si la dérivée s’annule ?

Si f'(x) = 0 et ne s’annule qu’en des points isolés (pas sur tout un
intervalle), alors f est strictement croissante.

Exemple :

fl) =3

(%) =R "=l

£'(0) = 0 (Un seul point, donc isolé).

Conclusion : f est strictement
croissante sur R.

Tangente horizontale, mais pas de plateau.
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Synthese : L’Arsenal Analytique

Mécanique Géométrie Théorie
4
i
Calculer les taux de o
variation de systémes Comprendre |a forme : Justifier rigoureusement
complexes. courbure et inflexion. les variations globales.
(gou) f" et Convexité TAF

La déerivee n’est pas seulement un outil de calcul local ; c’est le lien fondamental
entre I'instant (/') et la durée (f).
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