Chapitre 18 Géomeétrie Analytique dans I'Espace : Fondations

Expansion 3D (XVllle siécle) :
Joseph-Louis Lagrange &
Gaspard Monge.
Développement des équations
de surfaces tridimensionnelles.

Origines (XVlle siécle) : René Descartes.
Linvention du repérage a deux coordonnées.
La geometrie devient algébrique.

| | ] | | —

Espace Géométrique Calcul Algébrique
(Points / Parallélisme / Orthogonalité) (Vecteurs / Coordonnées)

\ Le socle : Caracteriser analytiquement la colinearite, la coplanarite
et l'orthogonalité via un repére orthonormal (0 ; i, j, k).
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La Droite : Représentation Paramétrique

i Coordonnées du point
Ae(d
r=2x4+ta e

Y—=YA & tb R Coordonnées du vecteur

z2=2za+1c directeur u # 0
t Parametre reel
ICeR —> Droite entiére

te€|0,1] —> Segment de droite
't € [0,+00[ — Demi-droite

| Exemple 18.1

A(1,-1,2) et B(0,1,-1). Vecteur AB(-1,2,—3).
Systeme : x = 1-t,y = —1+42t, z = 2-3t.

Test C(2,-3,5) — t=—1 (Appartient).

Test D(2/3,1/3,2) — Pas de solution (N'appartient pas)

L]
-
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Positions Relatives de Deux Droites

(d)

U
ﬁf

Droites
Paralleles

b

r

N

Les vecteurs u et u’
sont-ils colinéaires ?

_—NON

" Exemple 18.2

Droites Sécantes

ou

Non Coplanaires

(d) : 'E(?, i 1) (d}«) : E)\(la = A)
Vecteurs non colinéaires (2/1 # —1/-1).

Egalisation des systémes paramétriques :
—3+2t=s
2—t=1-s
1+t=-1+4As

Résolution partielle : t = 2, s = 1.
Le Pivot \ :

e Si A = 4 : Systéeme résolu. Sécantes au point

(L0'5).
e Si A # 4 : Aucune solution. Droites non
coplanaires.
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Le Plan : Représentation Paramétrique

: :

r=2xa+ta+ta

Y=YA-

-tb + t'b’

z2=zs+tc+t'c

!

Plan (i noliees, IP)

Double parameétre
(t,t') € R?

Plans de coordonnées :

Plan (xOy) : z=0 | Plan (y0z) : x=0

Plan (x0z) : y=0

A

x=0y=12Z=1

A

3

Yot Y=0z=1¢ |
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Le Plan : Equation Cartésienne

Coordonnées du vecteur

| l ,
azx + by + cz|+

normal n(a, b, c)
(Non tous nuls)

T— Constante d’ajustement :
d=—(azs + bys + cz,)

MePs AM-n=0 Insertion de A

' Exemple 18.4
. | Point A(1,2,—1), normal n(1,2,3).
Logique de Preuve Méthode 1 : AM -7=0
Lorigine de I'équation : AM -n=0->(z-1)1+(y—2)24+(2+1)3=0

Méthode 2 : 1z + 2y + 32+ d = 0.

»1+4—-34+d=0—>d=-2

k (z —za)a+ (y—ya)b+ (2 —24)c=0 | | Resultat:z+2y+3z2—2=0
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Intersections : Droite et Plan

Sécante (1 Point) Strictement Parallele (0 Point) Droite Incluse (co Points)

Condition : n-u # 0 Condition :n-u=0ET A¢ P Condition : n-u=0ET A €

I

Exécution (Exemple 18.5)

Plan : x — y — 3z =0,n(1,-1,-3)

Droite : z = 1-2t,y = -2, z = -2+t, u(-2,0,1)
Produit scalaire : n - u = -5 # 0 — Droite sécante
Substitution : 1 — 2t +2 — 3(-2+t) =0 >t =9/5

Plan: z =-2t,y = -2,n(-,+z)

Produit scalaire : n-u = -5 # 0 — Droite sécante
Substitution : 1 — 2t +2— 3(-2+t) =0 > t =9/3
Point d’intersection : A(-13/5,-2,-1/5)
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Intersections : Deux Plans

Parallélisme Sécants

Tﬁ

=y

TL

< >

Condition : 1 et ' sont colinéaires.

e e e
Résultat : P N P’ = () (Strictement paralléles) ” C;: ntd_ltLlEnt' b Et:" nﬂntcnllnzatr'iﬁ. 5
OU P = P’ (Confondus). ésultat : L'intersection est une droite (9).

Technique de Résolution (Exemple 18.6)

P:z—y-32=0 | Q:z4+y—2+1=0
Vecteurs normaux 7(1,-1,-3) et 2/(1,1,-1) non colinéaires.
La Méthode du Parametre : Posons z = t.

Le systeme devient:z —y=3t ET z+y=t—-1

En résolvant, la droite intersection () a pour parametres : z = —% +2t, y= —é ez =1
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Plans : Orthogonalité et Distances

Plans Perpendiculaires

Condition: P

Qei-n'=0&ad +

bb' +cc' =0

Note : Un plan perpendiculaire a (zOy) prend la forme
axz + by + d = 0 (car c=0).

Distance d'un Point a un Plan

d(M, P) =

Preuve géométrique : d(M, P) =

lax + by + cz

Va2 + b2

c2

|AM - 7|

7]
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La Sphere : Définition Cartésienne

QM =r < QM? = r?

(z —20)* + (y — yo)? + (2 — 20)* =77

Topological Spectrum
1 /4 3
La Surface (Sphere) L’Intérieur (Boule ouverte) Le Volume Complet (Boule fermée)

Condition : Distance = 1*

Exemple : 27 + y° + z* = 1 (Sphére unité)

Condition : Distance < 1

Condition : Distance < r*




Diagnostic Analytique d'une Sphere

Equation : 22 + 2+ 22 +az + by +cz+d =0 |

it SRR NNNEE

Etape 1 : Calculer le discriminant spatial
‘ o a’+b%+c? d

SiK >0 SHRSE="1 SiK <0
—> C’est une Sphere. —> Dégénérescence. © — Ensemble vide (0).
Centre () (—E il —E) * *

2 g L’ensemble est réduit au
Rayon r = VK point unique (2. _
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La Sphere et le Produit Scalaire

Z

La Propriété de Réduction

AB?

MA - MB = IM? 1

Le Théoreme du Diametre

L’ensemble des points M tels que MA- MB =0
est la sphere de diametre [AB].

Application (Exemple 18.9)
Points A(2,-2,-2) et B(-2,2,1).
X Y Equation brute : (x-2)(x+2) + (y+2)(y-2) + (z4+2)(z-1) = 0

‘ 1\2
Forme canonique : x* + y* + (z + E)

i 41
.
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Intersection Sphere/Plan : La Tangence

Définition (Tangence)

Un plan P est tangent a .S en H
=T ST Patet id(RIB =00 —r

Le Vecteur Normal (Prop 18.15)

Le plan tangent en H admet le vecteur QH
comme vecteur normal.

Exemple 18.10 : Sphere de diametre [AB] avec

1. Vecteur normal = EE(I,—] 4).

3. Résultat : x -y +4z+1=0

A(1,2,0) et B(2,1,4). Cherchons le plan tangent en A.

2 Equatinn du plan :AM-AB=0— (x-1)-(y-2)+4z=0
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Positions Relatives : Sphere et Plan
Soit h = d(Q2, P)

Pas d'intersection Tangence Cercle d'Intersection

g 2 <

Oy A .

Condition: h < r

Condition : h > r Condition : h =r Théoreme de Pythagore :
Résultat : PNS =10 Résultat : PNS = {H} QOM? = QH? + HM?

Rayon du cercle (R) = y/r2 — h?
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Positions Relatives : Sphere et Droite

Soit h = d(€2, D)

Pas d'intersection

S

\

D =y

h > r — 0 point d'intersection (@).

Droite Tangente

h = r — 1 point de contact (H).
Le vecteur directeur de la droite est
orthogonal a QH.

Droite Sécante
S

S

D h<r

h < r — 2 points d'intersection

(La droite transperce la sphere).

Algorithme de Résolution (Exemple 18.

1. Sphére : x> + y* + z? = 4 (Rayon r=2)
2. Droite paramétrique : x = 1—t, y = —4+46t, z = 3t
3. Substitution dans I'équation de la sphére :

(1—£)2 + (6t—4)% + (3t)2 = 4

4, Equation quadratique résultante : 46t2 — 50t + 13 =0
Les racines de ce polyndome déeterminent le nombre exact et |la position des points d'intersection.

1)
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Synthese Architeturale de 'Espace Analytique

La Droite (1D)

Le Plan (2D)

La Spheére (3D)

Eléments
Caracteéristiques

1 Point, 1 Vecteur
directeur (u)

1 Point, 2 Vecteurs
(ou 1 Vecteur normal 77)

1 Centre (2),
1 Rayon (r)

Représentation

Systéme linéaire a
1 paramétre (t)

Systeme linéaire a 2
parametres (¢,t')

Non etudiee via

Iyl
Paramétrique T = o t+ at, T =20 t+at+ o tf ) systéme linéaire
y=yﬂ__bt1 yzyﬂ__bt_l—bt&
z2=29+ct z2=29+ct+c't
2 : N/A 2 2
Equation o . . (z—=0) + (v—20)
s Définie par l'intersection | az +by+cz+d=0
Cartesienne ( dpe 2 plans) Yy T (Z"*Z[})z — p?
Le calcul vectoriel et les systemes d'eéquations traduisent la topologie

complexe de I'espace tridimensionnel en algorithmes solubles.
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