Chapitre 3 : Applications

Correspondances, Fonctions et Bijections
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DEFINITIONS FONDAMENTALES ET THEOREMES — BASE SUR LE CHAPITRE 3
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3.1 Les Fondations : Produit Cartésien et Correspondance

Définition 3.1 : Produit Cartésien ¢ @ O OFEXF

I I
- =

Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien Fe ,’6# o “;1 i
E x F est I’ensemble des couples (z,y) ou z € E et o (e

y € F. o
¢ & 0.0
Cardinalité : Si fini, Card(E x F) = Card(E) x Card(F). e o e
| ‘ E

Définition 3.2 : Correspondance

Une correspondance est un triplet I' = (G, E, F') ou
G C E x F est un graphe.

Vocabulaire : F est ’ensemble de départ, I est
I'ensemble d’arrivée.

Représentation Sagittale d'une Correspondance
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3.1.3 De la Correspondance a I’Application

Correspondance / Graphe Application (Fonction définie sur E)
E F
L1 ®
= = S
L2
R
&
Un élément peut avoir 0, 1 ou plusieurs images. Vo€ B3y E,y= f(z)

Définition : Une application f : £ — F' associe a chaque élément de I’ensemble de départ une
unique image dans 1’ensemble d’arrivée.

Notation : z — f(x)

F
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3.1.4 Manipulations de Domaine

— Restriction
Soit f : E — F et A C E. Larestriction f|4
est I’application définie sur A par la méme E 4 K
formule.
f‘ A:A—>F
— Prolongement :
Soit f : E — G. Une applicationg : F' — G =% r»
est un prolongement si £ C F' et Vx € E, E e 6
9(z) = f(2) A
F
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3.2 Classification | : L'Injection

Formalisme Visualisation
Définition : f est injective si des E r
antécédents distincts ont des images )
distinctes. 1@
V(ﬂs‘], 3?2) = EQ, f(.?}l) = f(.‘rz) = 1 = T9 @)
i 9 @
~ Proposition Clé ) _ Xe
L’équation f(z) = y admet au plus une 3
solution. d
Exemple 3.1 : x — ~ _surR T L Jamais de collision a I’arrivée.

r—1
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3.2 Classification |l : La Surjection

Formalisme Visualisation

) FE F

Définition

f est surjective si tout élément de I'arrivée 1 o

est atteint. —Seaq

__..---"""""-_-_
Vye F,3x € E,y = f(x) 2 0

J 50 b

Proposition Clé

ocC
L’équation f(x) = y admet au moins une /
solution. 4

Exemple 3.2 : z — z2 de R dans R... L’'ensemble d’arrivée est totalement couvert.
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3.2 Classification lll : La Bijection

Formalisme Visualisation

Définition : f est bijective si elle est a la L 4
fois Injective et Surjective.

ﬁ

Le Graal (Prop 3.4) : L'equation f(z) =y
admet exactement une solution unique.

Vye F,Alz € E,y = f(x)

N

Exemple 3.3 : z — sin(z) de [—%, %} vers

—1,1].
Correspondance un-pour-un parfaite.

& NotebookLM



3.3 La Méecanique : Composition des

Applications

gof

! g
=

\ g
A

> g(f (wD

Définition: (go f)(z) = g(f(x))

Condition : L’ensemble d’arrivée de f doit étre inclus dans I’ensemble de départ de g.

r

Point de Vigilance : Non-Commutativite

En général, go f # f o g.
Exemple : f(x) = z2+1 et g(z) = v/z. L’ordre change tout.
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3.3 Propriétes de la Composition

Associativité
(fog)oh=fo(goh).

Si f etgsont...alors go f est...

Injectives = |njective > ~5) Injective = f (la premiére)
est injective.

‘4
\-f Surjective = g (la seconde)
Bijectives = Bijective est surjective.

4
-

Surjectives = Surjective \'-f
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3.4 L’Application Réciproque

Définition
Si f : E — F est bijective, il existe
ff1:F>E.

Relation fondamentale :
y=fz)ez=F"(y)

Exemple 3.8 : u: x> +/x—2de [2,+00]

Méthode de calcul : vers Ry.
Pour trouver f~!, on résout I’équation Razaliltion’
y = f(z) en isolant . T G W 0]

Donc v (y) = y* + 2.
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3.4 Ildentite et Simplification
L’Application Identité : Idr : x — x

fof=1dg
fof™t =1Idp

Les fonctions inverses s’annulent mutuellement.

Inversion d’une composée (Corollaire 3.10) :
(vou)t=utov™!
>
On s’habille : u puis v. On se déshabille : v=! puis u™!.
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3.5 Images Directes et Reciproques

f(A) =1f(z) |z € A}

e A) f~Y(B)={z € E| f(z) € B}

(Image Directe)

Point de Vigilance :
La notation f~!(B) désigne un
ensemble (I'i'mage réciproque).

Elle existe pour toute fonction,
méme si f n'est pas bijective (et n'a
donc pas de fonction réciproque).




3.5 Algebre des Ensembles via Fonctions

Image Directe (f) Image Réciproque (f')

f(AUB)=f(A)Uf(B) |f(CUD)=f"(C)uf (D)

f(AnB)C f(A)nf(B) |f(CnD)=fC)nf(D)
(Notez I'inclusion stricte !) (Egalité parfaite)

L’image réciproque f~! se comporte beaucoup mieux avec
les opérations ensemblistes que I’'image directe.



Fonction Indicatrice 1 4
la(x) =1size€ A

Intersection — Multiplication :

lane =14-1pB

Complémentaire — Soustraction :

lz=1-14

3.6 Fonction Indicatrice

Propriété 3.13 : Il existe une bijection

naturelle entre 1’ensemble des parties P(E)
et ’ensemble des fonctions F(E, {0,1}).
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3.7 Familles Indexéees & Resume

Une famille (x;);cr est une fonction de I’ensemble d’indices I vers E.

Union généralisée : | J;c1 A; | Intersection généralisée : [ );er A;

Tableau Récapitulatif : Equation f(z)=y

Injection

Surjection

Bijection

Constraint | Au plus 1 solution

Au moins 1 solution

Exactement 1 solution

Quantifier 31?2 (0 ou 1)

dz (1 ou +)

!z (1 unique)

O >0

Visual Icon
0 >O

O0O0O0

0)
o)

»O
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