Chapitre 9 : Limite d’une fonction

De l'analyse locale au comportement global

La notion de limite d’une fonction généralise celle de limite d’une suite. Il s’agit
d’étudier le comportement d’une fonction pour des valeurs voisines des bornes de
son ensemble de définition (infini) ou en un point spécifique (étude locale).

Contexte : Héritage des suites (Chap. 8) » Pré-requis : Valeur absolue ¢ Horizon : Continuité et Dérivabilité A NotebookLM



Limite Finie en un Point : La Définition Formelle

Notation : lim f(x) =¥

r—ra

Définition 9.2 (¢ — ¢)
Soient a et £ deux réels.

Ve >0,3r > 0,Vz € D,
z—a|l<r = |f(zx)—4| <e¢

Interprétation : Pour tout couloir de toue
largeur 2¢ at £, on peut trouver une fenétre
de largeur 2r autour de a telle que la
courbe reste dans le couloir.

Proposition 9.1 : Si f est définie et a une
limite en a, alors £ = f(a) (Continuité).
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Limites Latérales et Unicité

Limite a droite (z > a) Limite a gauche (z < a)
Em il = lim fiz) =
r—a™t T—a~

Proposition 9.4 : La limite existe si et seulement si la limite a gauche est égale a la limite a
droite.

Contre-exemple : La Fonction Echelon (Exemple 9.2)
Y A
1 @<

Limite a droite = 1

> Discontinuité (Saut)

Limite a gauche =0

5
Ly

u(="si="00 0,81 <al0 1 #0 = Pas de limite en O.
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Théoremes d’Inegalité et d’Encadrement
Quand le calcul echoue, la comparaison réussit.

Théoreme 9.5 (Théoreme des gendarmes)
Hypotheses au voisinage de a :
1. g(z) < f(z) < h(z)
2 3l gle " —linth(@i=
Conclusion : lim f(xz) = £
Corollaire 9.6 :

Si|f(x) — 2| <u(x)etlimu(z) =0,
alors lim f(z) =

h(x) (Gendarme)

f(z) (Prisonnier)

4

g(x) (Gendarme)

!
a
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Comportement Global : Limite Finie en 'Infini

Deéfinition :
lims e "=l

T—>400

Interprétation :

f(x) s’approche arbitrairement pres de ¢ des
gue z est assez grand.

Concept Clé : Asymptote Horizontale
Si lim f(z) =2/, ladroite y = ¢ est asymptote.

T— 100

Exemple 9.3 :
212

A e T
Limite = 2

YA

Asymptote y = 2
__..___h._.._#_.__.______....__.__Zf._\'...._
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Limite Infinie en I'Infini
Divergence et Hiérarchie des Puissances

Définition: Ilim f(x) =400
T—+00

VA>0,dB,z> B= f(z) > A

Proposition 9.14 (Polynomes)

En *o00, un polyndme se comporte comme
son terme de plus haut degré.

R0 08

Limites de réference (Prop 9.13) :
Des vitesses de divergence différentes.
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Theoremes de Comparaison en l'Infini

Théoréme 9.15 (Vers +00)
Si f(z) > g(x) et lim g(x) = +o00, alors
lim f(z) = 4o0.

Analogie : Si le plancher monte a ’infini,
le plafond aussi.

Exemple 9.5 :
290

A
Minoration : Le dénominateur est borné
par 3 (car —1 <sin < 1).

Donc f(x) > 2%{"

A
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La Fonction Exponentielle : Croissance et Limites

Lemme 9.17 : Vx € R, ,e* > x

lim e =400
r—-+00

Proposition 9.18 :

lim e* =0
T—r— 00

Proposition 9.19 :

y.r""n

Asymptote y =

!

o © 12(‘ |

Croissance
explosive
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Asymptote Oblique

Définition 9.9 : Une droite A : y = az + b est A

asymptote oblique en 400 Si : Asymptote A

m [f(z) — (ez +b)] =0

e
F

54> 0 La courbe

"colle” a la

droite a I'infini.
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Limite Infinie en un Point (Singularités)

Asymptotes Verticales

Définition 9.11 (Asymptote Verticale)

Si lim f(z) = £oo, la droite z = a est asymptote verticale.
T—a

Yy =1/X y = 1/x2

Limites de Référence (Prop 9.20) : gy
i -
lim — = 400 %
z—0t T e g

1 WL
mlirg_ Rl (selon parité) j 5}‘ 1 i}“
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Opérations Algebriques et Formes Indéterminées

Somme Produit Quotient
(Généralement sir. Regle des signes. Division standard.
Exception : (4+00) 4+ (—00) Exception : 0 X 0o Exception : g et g

ATTENTION : 4 Formes Indéterminées (Fl)

Le calcul direct est impossible. Il faut lever I'indétermination.

00 0
00 — OO 0 X o0 —_ —
00 0
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Limite de la Composée de Fonctions

Theoreme de changement de variable (Th 9.21)
Si lim u(x) = L et )1{1_155 gt Xy =K, alors il_}ﬂé gluCil =K.

T—a

Fonction interne i A Fonction externe

u(v) =1—’U2/C2 g(X)=1/vX

Variable v

M Resultat — 400

Exemple 9.11 : Facteur de Lorentz en Relativité.
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Lever I'iIndéetermination Algebrique

Méthode 1 : Factorisation (Quotients) Meéthode 2 : Quantité Conjuguée (Racines)
2¢* —1 5 5
@)= = (FIA—) f(z) = Vz2 —4 — /22 + 2 (Fl A 0o — 00)
Step 1: Factoriser par le terme dominant (e*) Step 1: Multiplier par le conjugué
e%(2 — e~°) (A—BXA—-BAz—Bz)
EE(I-I-E_‘T) Tl ACTEE A+ B

Step 2: Simplifier

_Z—Eﬂ 2—0
T iy ey N

Resultat : numérateur constant,
dénominateur — oo. Limite = 0.
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Croissances Comparées (Exponentielle vs Puissance)

En I'infini, ’exponentielle 'emporte toujours sur la puissance.

Propositions 9.24 - 9.26 Croissance Relative
y=2c
£
lim — =400
z—+00
: 7N > | ez > In(z)
lim — =0

r—+o00 e’

7/ 'Qimination

lim z"e* =0 1 '
T—>—00
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Synthese et Limites Remarquables

La boite a outils pour les examens

_ N : ¥ B
Taux d’accroissement Croissances Comparees
xr 1 Em
S e, _ 3 oo
z—0 T x
(Dérivée de €* en 0) Thes a0 (o0
TR AN J
; e, i e 2 i)
Singularités Zéro Polynémes (00)
1 y m
01+ lim P(z) = lim (terme plus haut degré)
> —00
0_

L/ T\ s

Prochaine étape : Chapitre 10 - La Continuité.
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